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Den  zweiten  Band  meiner  VorleBiingen  ttber  die  Mechanik  des 
Himmels  habe  ich  mit  einem  Abschnitt  ttber  MechanUclie  Quadratur 
eingeleitet  Da  das  Problem  der  drei  Ettrper  in  complicirteren 
Fällen  nicht  analytiBcfa  integrirt  werden  kann,  hat  man,  besonders 
in  der  letzten  Zeit,  sich  der  mechanischen  Quadratur  bedient,  am 
derartige  Fälle  zn  behandeln,  nnd  es  erschien  deswegen  angemessen, 
die  hetreffenden  Methoden  auseinanderzusetzen.  Ich  habe  an  einem 
ansfuhrlichen  Beispiel  gezeigt,  wie  man  bei  der  canonischen  Form 
der  BewegongBgleichuDgen  zweckmässig  die  Bechnungen  anordnen 
solL  Durch  die  Untersnchungen  Ton  Jaoobi  nnd  Maucbtbn,  die 
ich  hier  auseinandergesetzt  habe,  ist  der  Werth  des  BestgUedes  in 
der  EcLEB'schen  Beihe  gut  bekannt  Ich  mache  darauf  aufmerk- 
sam, dass  es  nicht  unmöglich  erscheint,  diese  Bestuntersuchnngen 
zu  erweitern,  so  dass  man  im  Stande  sein  wird,  die  zu  befürchten- 
den Fehler  in  einer  mechanischen  Integration  direct  zu  beurtheilen, 
was  Ton  grosser  Bedeutung  fQr  den  numerischen  Rechner  sein  wfirde. 

Bei  der  Besprechung  der  perioditeken  Lösungen  halte  ich  mich 
ziemlich  ansfOhrlich  bei  solchen  in  der  Nähe  der  Librationscentra 
an£  S[&tere  Entdeckungen  haben  die  practische  Wichtigkeit  dieser 
Lösungen  dai^ethan.  Die  grundlegende  Arbeit  Hill'b  über  peri- 
odische Lösungen  in  der  Mähe  der  Massen  gebe  ich  vollständig 
wieder.  Dann  folgt  die  Methode  PomoABfi's  zur  Au&uchung  peri- 
odischer Bahnen  nnd  ihre  Anwendiing  auf  Lösungen  der  Terschie- 
denen  Gattungen.  In  Bezug  auf  die  periodischen  Lösungen  der 
dritten  Gattung  zeige  ich,  wie  solche  Lösungen  mit  endlichen 
Werthen  der  Bahnexcentricitäten  gefunden  werden  können.  Da- 
gegen habe  ich  nachträglich  gefunden,  dasa  meine  Behauptung, 
dass  die  von  Poincab£  gefundenen  kreisförmigen  Lösungen  dieser 
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Gattung  nicht  etattfindeo  würden,  nickt  HÜchhaltig  ist.  Die  Ele- 
mente r  und  r'  sind  zur  Aafsncbnng  solcher  Losungen  nicht  ge- 
eignet, -wie  aus  §  8  heryoi^eht 

Im  zehnten  Abschnitt  hefaandle  ich  die  Frage  von  der  Con- 
vergetus  der  Seihen  in  der  ^Mechanik  des  Himmels.  Betreffend  das 
Problem  der  zwei  Körper  liegt  meines  Wissens  hier  zum  ersten 
Haie  eine  Tollständige  Behandlang  hierher  gehörender  Convergenz- 
fragen  vor.  Die  betreffenden  Vorlesnngen  worden  im  Frühjahr  1903 
gehalten  und  lagen  im  September  desselben  Jahres  gedruckt  Tor, 
obgleich  die  Veröffentlichung  erst  später  geschehen  konnte.  Im 
MSrz  1904  bat  Lbti-Ciytta  der  Accademia  dei  Lincei  eine  Ab- 
handlung eingereicht,  worin  er  die  Lage  der  singulären  Punkte 
der  KEPLB&'Bcben  Gleichung  bestimmt  und  zu  ähnlichen  Bfsultaten 
wie  den  meinigen  kommt  Ejine  Lücke  ist  in  den  Untersuchungen 
der  Paragraphen  1  nnd  2  insofern  vorhanden,  als  in  Bezug  auf 
die  hyperbolitche  Bewegung  die  Entwickelungen  nach  Potenzen  der 
Bxcentricität  nicht  untersucht  worden  sind.  Diese  Lücke  ist  später 
Ton  Blook  ausgefüllt  worden  (Meddelanden  p&n  Lunds  Obser- 
Tatorium  No.  23). 

In  Bezug  auf  das  Problem  der  drei  Körper  untersuche  ich  die 
Entwickelung  nach  Potenzen  der  störenden  Massen  und  die  Reihen  in 
der  Störungstheorie.  Das  wichtige  Theorem  von  Bbcns  und  die  inter- 
esaanten  Untersuchungen  GtldSn's  über  die  Wahrscheinlichkeit  der 
Divergenz  sind  hier  von  grundlegender  Bedeutung.  Der  Abschnitt 
endet  mit  dem  Nachweis,  dass  man  bei  den  practischen  Anwendungen 
der  StÖnmgstbeorie  zwar  Reihen  erhält,  die  eine  gewisse  Zeit  conver- 
giren,  dass  aber  bei  dem  jetzigen  Standpunkt  der  Theorie  mit  der 
Zeit  wachsende  DifTerenzen  zwischen  Theorie  und  Beobachtung  auf- 
treten können,  ohne  dass  es  möglich  ist  zu  entscheiden,  ob  diese 
Differenzen  von  der  Einwirkung  fremder  Körper  herrühren  oder  auf 
die  Unvollkommenbeit  der  Theorie  zurückzuführen  sind. 

Giebt  es  eine  iür  practische  Zwecke  anwendbare  Form  der 
Integrale  det  Problems  der  drei  Körper,  welche  für  alle  Zeiten  gültig 
ist?  Die  Frage  muss  vorläufig  offen  bleiben.  Das  wichtigste  Streben 
des  theoretischen  Astronomen  ist  augenblicklich,  eine  solche  Form 
aufzusuchen.    Ich  vermag  nicht  zu  sagen,  ob  man  dem  Ziele  nahe 
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ist  oder  nicht  Es  ist  indessen  sehr  schwierig,  eine  Übersicht  von 
Untersachnngen  zu  geben,  welche  bis  jetzt  za  keinem  Abschloss 
gekommen  sind. 

Im  §  1  des  elften  Abschnittes  leite  ich  das  wichtige  Trans- 
formationstheorem  von  Jacobi  ab.  Im  Auschlusa  hierza  zeige  ich, 
wie  man  das  Theorem  in  zwei  verachiedenen  Ricbtoogen  erweitern 
kann,  deren  ich  mich  bediene,  um  bei  der  Behandlung  des  Problems 
der  drei  Eörper  vom  Zwei-Centren -Problem  auszugehen.  Dieser 
Weg  scheint  viel  Teraprechend,  und  ich  habe  in  den  Vorlesungen 
einige  Schritte  zur  weiteres  Verfolgung  des  Problems  gethan,  ohne 
indessen  bis  jetzt  zu  einem  Abschloss  gekommen  zu  sein. 

In  §  2  gebe  ich  eine  vollständige  Behandlung  tou  mechanischen 
Problemen  mit  einem  Freiheitsgrad,  die  in  §  4  auf  das  DBLADNAXsche 
Problem  ihre  Anwendung  findet 

Mit  Hilfe  dieser  Untersuchungen  Ober  das  DsiuinNAz'Bche 
Problem  werden  in  §  &  und  §  6  die  Commensurabilitäten  niedrigen 
und  höheren  Grades  untersucht  Die  Discontinuitäten,  welche  bei 
den  Comjnensnrabilit&ten  höhereu  Qrades  auftreten,  bilden  die  grösste 
Schwierigkeit  bei  der  Aufsuchung  einer  allgemein  gtUtigen  Form 
filr  die  Integrale  des  Ptoblems  der  drei  Körper. 

Die  drei  letzten  Paragraphen  sind  der  trigonometrischen  Form 
dieser  Integrale  gewidmet.  Die  von  TissEBAini  versuchte  Methode, 
mit  Hilfe  der  DBiiA.mrAY'schen  Transformatiooen  zu  dieser  Form 
zu  gelangen,  wird  erörtert.  Sie  scheitert  an  den  Gommensurabili- 
täten  höheren  Grades,  die  Übrigens  in  der  einen  oder  der  anderen 
Form  auch  alle  anderen  bis  jetzt  aufgestellten  Methoden,  zu  dieser 
Form  zu  gelangen,  illusorisch  machen.  Im  §  8  wird  gezeigt,  dass  man 
in  Bezug  auf  das  asteroidiscfae  Drei-Körper-Problem  zu  practiach 
anwendbaren  trigonometrischen  Reihen  gelangen  kann,  die  iüT  die 
kleinen  Planeten  mit  ihren  raschen  Perihel-  und  Xuoten-Bewegungen 
den  störungstheoretischen  Beihen  mit  Entwickelungen  nach  Potenzen 
der  Zeit  vorzuziehen  sind. 

Im  neunten  Paragraphen  wird  die  Methode  von  Boblik,  zu 
einer  trigonometrischen  Form  der  Integrale  zu  gelangen,  auseinander- 
gesetzt Sie  besitzt  die  Eigenthiimlicbkeit,  die  kleinen  Divisoren 
gänzlich  zu  vermeiden.     Diese  treteu  indessen  anderswo  in  ver- 
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kleideter  Form  auf  und  ßbeo  immer  noch  ihren  nachtheilgen  EÜn- 
flass  auf  die  Convei^nz  aus. 

Es  war  meine  Absiclit,  an  diesen  IJatorsacbangen  die  mit  den 
Stabilitätefragen  in  Zusammenhang  stehenden  Probleme  zu  evörtom. 
Es  handelt  sich  dabei  theils  um  die  Stabilität  der  verscbiedenen 
particttlaren  LSsungen  zum  Problem  der  drei  Körper,  theils  um  die 
Frage  von  der  Stabilität  im  Planetensystem.  Diese  kann  so  formulirt 
werden:  sind  die  Abstände  der  Planeten  Ton  der  Sonne  fllr  alle  Zeiten 
zwischen  endhchen  von  Null  Terschiedenen  Orenzen  eingeschlossen? 
Verschiedene  Betrachtungen,  die  zum  Tbeil  in  den  hier  Torliegen- 
den  YorleeoDgen  zu  finden  sind,  haben  mich  im  Laufe  der  Zeit  zur 
Ueberzeugung  geführt,  dass  diese  Frage  verneinend  beantwortet 
werden  moss.  Ich  halte  es  indessen  noch  verebt,  die  Orflnde 
dieser  Ueberzeugung  aaseiDanderzasetzen,  nnd  habe  daher  die  Be- 
handlung der  Stahilitätefragen  hier  nidit  mit  angenommen. 

Indem  ich  diesen  Band  absohliesse,  erlaube  ich  mir  den 
Herren,  die  mir  in  der  einen  oder  der  anderen  Weise  bei  der 
Fertigstellung  desselben  behilflich  gewesen  sind,  meinen  herzlichen 
Dank  auszusprechen.  Ich  richte  mich  dabei  in  erster  Beibe  an 
Herrn  Prot  Bbendeij,  der  mit  nie  Twsageuder  Geduld  die  AbzUge 
auch  TOD  diesem  Band  in  Bezug  auf  die  deutsche  Sprache  verbessert 
hat  Herr  Cand.  0-.  NobE»  ist  mir  in  vieler  Hinncbt  bei  der  Aus- 
arbeitung der  Vorlesungen  behilflich  gewesen  und  bat  im  Be- 
sonderen den  grSssteD  Theil  der  numerischen  BechnungeD  des 
achten  Abschnittes  ausgeführt,  wotttr  ich  ihm  hiermit  meinen  besten 
Dank  abstatte.  Herrn  Dr.  A.  Wilkens  verdanke  ich  ein  sorgfältiges 
Verzeichniss  der  Druckfehler  im  ersten  Bande,  das  zum  Theil  am 
Ende  dieses  Bandes  wiederzufinden  ist 

Zuletzt  will  ich  dem  Herrn  Verleger  fUr  die  Geduld,  mit 
welcher  er  Verspätungen  meinerseits  mit  der  Fertigstellung  des 
Manuscriptes  u.  dergt.  aufgenommen  bat,  meinen  besten  Dank  aus- 
sprechen. 


Lund,  den  18.  September  1907. 


C.  y.  L  Charlier. 
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1 1.   Die  EuLER'sche  Summationtfornel. 

unter  dem  Namen  jneeAanitche  Quadratur  werden  alle  aolcben 
Kechenopflrationeii  verstanden,  mittelst  welcher  man  den  Werth 
eineB  Integrals  berechnen  kann,  ohne  die  Integration  analytisch  aas- 
zoffihnnL  Die  Methoden,  die  man  zu  diesem  Zwecke  benutzt^  lassen 
sich  mehr  oder  weniger  direct  anf  eine  Formel  zortlckfahren,  die 
nngef&hr  gleichzeitig  tod  HACLADBra  nnd  toq  Eüüeb  gefonden 
wurde,  und  die  gewöhnlich  mit  dem  Namen  BtHE^teke  SummatiotU' 
formet  oder  BoiM^iehe  Seihe  bezeichnet  wird.  Ich  habe  es  des- 
wegen für  zweckmässig  betrachtet,  diesen  Abschnitt  mit  der  aus- 
fOhrlichen  ÄaseiDanderBetznng  der  Eigenschaften  dieser  int«resBaDten 
Formel  anzofangen.  —  Der  Üebet^ang  zu  den  gewöhnlichen  Formeln 
füx  mechanische  Quadratur  geschieht  dann  ohne  Schwierigkeit 
Dieser  Weg  hat  ausserdem  den  wicht^en  Yortheil,  dass  man  mit  Hilfe 
der  eingebenden  Untersuchungen  Über  die  EoLsa'sche  Reihe  zu 
einer  Auffassung  der  Grösse  des  Fehlers,  den  man  bei  einer  niune- 
riscben  Berechnung  des  Integrals  zu  befOrcbten  hat,  gelangen  kann. 

Um  die  Ehn-BB'sche  Summationsformel  abzuleiten,  geht  man 
Ton  der  Identität 

f{a  +  fl>)  -  f[a)  -Jria  +  tt>~z)dz 

0 

aoB.     Durch  theilweise  Integration  giebt  diese 

Jf(a  +  o>-z)dz^  /zf[a  +  o>  -  z]  +^zf'{a  +  o)  -  z)dz, 
0  d  0 

1* 
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f{a  +  (o)-f[a)  ~  o>f[a)  +^tf[a  +  a»  -  z)dz 

0 

Wird  dieB  VerMiren  weit«r  fortgesetzt,  so  erhält  man 


+f/^w+/|'^^. 


Dnrch  Difierentiatioii  erhiüt  man  aus  (1) 


+  ^f*Ha)  +  J^f*'[a  +  a-t)äz. 


Durch  titeilweiee  Integration  erhält  man  aher 

0  0      

Mau  hat  also 

^f  («)  -  ^/"w+^r  w +j^rw + - + ~f[a)+j^rdz, 

~  ~  ~  0        ~ 

^/■w-         iTrw+fr(«)+...+-^n.)+/-^prf.. 
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f  1.    Die  EoLM^aeh*  SummaiionaformeL 


Werden  diese  Gleichungen  der  Beihe  nach  mit  1 ,  <4,  <u» 
J^va*, . . .,  4,_iai"-^  mtdtipUcirt  und  die  Coe£6cieiit«n  Ay,A^,..., 
^-1  so  bestimmt,  daas,  wenn  Bämmtliche  Qlochnngen  eummirt; 
werden,  die  Coefficienten  von  f"  (a),  f"  [a), ...,/"  (<•)  aof  der  rechten 
Seit«  TerBchwinden,  so  erhält  man 

(2)   I 


m        ^.--/[]^+'^i*^  +  -+^-^]^''- 


Die  Formel  [2]  ist  die  &üiiBR'Bche  Reihe. 
Die  Coefficienten  -^j ,  ^  u.  s.  w.  sind  durch  folgende  Formeln 
bestimmt: 

-^  +  A    =0, 
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6  ifyehamKhe  Quadratur. 

durch  welche  die  CoefficieDteii  -^i,  ^  o.  s.  w.  saccesdve  berechnei 
«erden  k&mien. 

Führt  aum  die  Bezeichuong 

w  *»--^  +  ^  +  -  +  ^ 

ein,  80  können  die  Bedingungsgleichongen  fSr  die  Coefficienten  J^, 
^  o.  B. «.  knrz  in  der  Form 

(5)  *,(!}  =  0       (r-2, 3...n) 

geschrieben  werden. 

Wird  in  den  Ausdruck  (3)  für  B, 


i,  80  bekommt  man 

{u)Pdu. 


■■/*.(• 


Die  Untersuchung  über  das  Reatglied  —  M^  —  der  EkrLKs'scben 
Beihe,  wie  diejenige  über  den  Werth  der  Goefficienten  A^  hängt  also 
nahe  mit  den  Eigenschaften  der  Function  0[u)  zosammen.  Wir 
wollen  deswegen  zuerst  diese  ENmction  näher  untersuchen. 

Wir  bemerken  zuerst,  dass  nach  (4)  und  (6) 

(7)  0^(0)  =-0  =  0,(1). 

Zum  nähereu  Studium  der  Function  0  bedient  man  sich  mit 
Yoriheil  der  iffilfsfnnctiou 

(8)  '■'"'"TZT- 

Wird  diese  Function  nach  Potenzen  toh  v  entwickelt,  setzt 
man  also 
(8T  /■(.)- l+«,t,  +  o,r'  +  ..., 


„Google 
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"-(<•- 1)2».'' 
-('  +  -^  +  -^  +  -){i +','>  + '•'•  +  ■■■)■ 

und  man  bekommt  zta  Beetimmimg  der  Goefficienten  die  Gleiohnngen 


«--[r  +  -^  +  °. 


BO  dase  also  die  Coefficienten  a^,a,  a  s.  w.  mit  deo  Coefficienten 
■df,  A,  u.  8.  w.  znsammeiifiallen. 

Hieraas  leitet  mau  leicht  den  Satz  ab,  dass  alle  Coe£Scienten  A^ 
mit  ungeraden  Indicee  verschwinden,  mit  Ausnahme  tod  A^,  der 
gleich  —  ^  ist.    Man  hat  in  der  That 


Das  zweite  Glied  dieses  Ausdrackes  ist  aber  eine  gerade 
Function  von  o  and  wird  nicht  verändert,  wenn  o  gegen  —  t>  ver- 
tauscht wird,  woraus  der  Satz  folgt 

Es  ist  also 

(  ^a<+i-0      (.--1,2,3...) 

\        Ä, — i. 

Weiter  ist 

wo    B^,  B^,  Bg    die    BEBNODLLi'schea    Zahlen    bezeichnen.     Man 
hat  also 

m 
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Me(Aani8dhe  Quatkatu/r. 


Nach  dem  bekannteD  Ausdruck  für  die  BBBHOctiLi'schen  Zahlen 
hat  man  also 

Die  Dornuischeii  Werthe  der  ersten  Coefßcienten  sind 

■^  ~  ■*"     12    '  "^   ~        1209600  ' 

A    ___l^  A.    ^  I  ' 

•  730  ^o      ^  47800160 

■^  ~"*"  90240  ■ 

Jeder  Coefficient  ist  nngefähr  4«*  (=  39.4784)  mal  kleiner  ah 
der  nächst  vorbeigehende ,  wie  aas  der  Fofrmel  (10^  nmnittelbar 
herro^ht 

Die  Eigenschaften  der  Function  <I>(u],  die  wir  noch  brauchen, 
um  das  Bestglied  der  EuLZB'schen  Beihe  näher  zu  atudiren,  werden 
leicht  erbalten,  wenn  mau  mit  Schlöhilch  die  Function 

(11)  ,(„,„)_, £1=1 

einfuhrt     Wird  diese  Function  nach  Potenzen  Ton  v  entwickelt, 
so  erhält  man  offenbar 

(in 

Die  Formel  (11)  giebt  aber 

Sr(ü,l— a)=y(-o,»)  +  o, 
so  daee,  in  Hinaicbt  auf  {11*), 

(12)  *.(l-«)-(-l)-«>.(«), 
wo  »1  =  2,  3,  4,  .  .. 
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Es  ist  weiter  idoitiBch 


.!•-.      .■-.' 


so  dasa  nach  (11*)  Qnd  (8*) 

42*.(|)"--2^.(|)--S^.»-- 

Fifi  üt  also 

Diese  Formel  giebt  nach  (9) 
(13)  <»2,  +  i(i)-0      (i-1,  2...), 

-2^a,fl-47l- 


(13«) 


<hi 


Aus  (12),  [IS]  and  (13*)  gehen  die  nichtigsten  Eigenschaften 
der  Fnnctionen  03i{u)  and  (f^f+i[u)  leicht  herror.    Es  ist  nämlich 


lü^ 


A»"- 


li 


Es  ist  also  im  Besonderen 

tb    lu\  s   J^  +  ^  M  =    **'^**  ~   ^^    , 
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10  MeehaniaehA  Quadratur. 

welche  Fanctioii  ftkr  u  =  0  und  für  u  «  1  Terschwindet  and  zwischen 
diesen  Werthen  negaüxi  bleibt  Die  Function  hat  ein  einziges 
Mipimnm,  das  man  flir  u  =  ^  erh&lt,  und  es  ist 

Qbereinstimmend  mit  (13*). 

Es  läBst  sich  nun  zeigen  —  und  dies  ist  der  Hanptaatz  Ober 
die  Function  tf»(u)  —  dass  ^^(w),  f&r  Werthe  von  u  zwischen  0 
und  I,  potitiv  ist  mit  einem  einzigen  Haximiim  (fllr  u  = -^],  dass 
0,  (u)  stets  negaäo,  0g  (u)  stets  posith  bleibt  o.  b.  w.,  rorausgeaetzt^ 
dass  u  zwischen  den  Grenzen  0  and  1  liegt 

Um  dies  zn  beweisen,  wollen  wir  annehmen,  dass  4), ,  (u)  positiv 
ist  und  ein  einxiffes  Maxinatm  besitzt  zwischen  0  rmd  1.  Wir  wollen 
dann  zeigen,  dass  <Pa(+3(«),  fUr  Werthe  von  u  zwischen  0  und  1, 
negaÜT  bleibt  und  ein  einziges  Minimum  besitzt 

Nach  (14)  und  (14*)  hat  man 

(16)  «^^^.l(«)  =-«»,((«) +  ^,,. 

Da  03i+i(O)  =  *2(+i(l)  =  O  ist,  so  muss  (fai+i  (a),  nach  dem 
Theorem  von  Rolle,  wenigstens  einmal  zwischen  0  und  1  ver- 
schwinden.   Die  äleicbnng 

(16)  *„{«)  + -^.i-O 

mnss  also  wenigstens  fUr  einen  Werth  von  «  zwischen  0  und  1 
be&iedigt  sein.  Da  nach  der  Yoraussetzong  (f),,(u]  positiv  ist  und 
zwischen  den  genannten  Grenzen  ein  einziges  Uaximum  besitzt,  so 
muss  also  die  linke  Seite  von  (16)  zweimal  und  nur  zweimal  ver- 
schwinden. Hieraus  folgt  nach  (15),  dass  0'3i4.i(u]  zwischen  0  und  1 
zweimal  verschwindet 

Die  Function  *lhi*i[u)  besitzt  also  zwischen  0  und  1  ein  ein- 
ziges Maximum  sowie  ein  einziges  Minimum  und  verschwindet  also 
nur  für  einen  einzigen  Wertb  von  u  zwischen  diesen  Grenzen,  und 
zwar  ist  nach  (IS) 

0ai+i(i)-O. 
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§  1.    Die  EnLxi^sche  SummatiotufonruL 


Nnn  ist  aber  nach  (14)  and  [14'^ 

Die  rechte  Seite  dieser  Gieichong  Terschvindet  für  einen  ein- 
zigen Werth  TOn  u  zwischen  0  nnd  1  —  lAmlich  fOr  «  =  ^  — , 
folgUch  verschwindet  ^i+2{^)  ^  einen  einzigen  Werth  von  u 
zwischen  diesen  Grenzen,  d.  h.  4^1+3  (u)  hat  eia  einziges  Maiimnm 
oder  Hinimum  zwischen  0  iind  1.  Es  ist  leicht  za  zeigen,  dass  es 
ein  "Winimnm  sein  muss. 

Da  nach  der  Yoranssetzung  ^||(u)  positir  ist  und  (16)  zwei 
Wnrzehi  hat  zwischen  0  nnd  1,  so  muss  offenbar  ^,  negativ  sein. 

Nach  (14^  hat  (Pö(+i(m)  ^  kleine  positive  Werthe  von  u  das- 
selbe Zeichen  wie  J,j,  ist  also  negativ.  Folglich  ist  nach  (17] 
(2^1  ^3  (u)  fOr  kleine  positive  Werthe  von  u  negativ,  und  da 
<I*3i+2[0)  =  0,  so  ist  also  (^{^^(u]  fKr  kleine  positive  Werthe  von  u 
negativ  und  muss  also,  nach  dem  Obigen,  zwischen  0  und  1  negativ 
bleiben. 

Wäre  (/>3,(u)  negativ  gewesen  und  hätte  es  ein  einziges  Mini- 
mam  zwischen  0  und  1  gehabt,  so 
hätte  man  in  ähnlicher  Weise  be- 
wiesen, dass  <^{+3(u]  zwischen  den- 
selben Grenzen  ein  einz^es  Maxi- 
mum besitzt  und  positiv  bleibt 

Nun  haben  wir  oben  gesehen, 
dass  0,  (u)  negativ  ist  zwischen  0 
nnd  1,  und  ein  einziges  Minimum 
besitzt;  folghch  mass,  innerhalb  der- 
selben Grenzen,  0^  (u)  positiv  sein  und 
ein  einziges  Maximum  haben;  0f{u) 
bleibt  negativ  u.  a,  w. 

Die  Functionen  <I>^  (w)  haben  also 
das  Aussehen,  das  durch  die  neben- 
stehenden Zeichnungen  (Fig.  I)  dar- 
gestellt wird.  Die  Richtung  der 
Tangenten  in  den  Punkten  0,  ^,  1  ergiebt  sich  ans  den  Formeln 
(15)  und  (17),  welche  geben: 


Fig.  1. 
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12  Meehanüche  Quadratur. 

'K,(0)-«5,(+)-*i,  (l)-0. 

Wir  haben  also  gezeigt: 

1]  dasa  tf»j^  (w)  nicht  das  Zeichen  wechselt  zwischen  ti  =  0 

und  u  =  1 ; 
2)  dass  'i'intti])  zwischen  den  genannten  Grenzen,  negativ  ist 

für  n  ungerade  und  positiT  für  n  gerade; 
S)  dass  der  Hazimalwerth  von  <ßi.(u]  ist 

M.:L®,.H=-2J,.(l--i-). 

der  für  a  =  ^  erreicht  wird. 
Mit  Hilfe  dieser  Sätze  lässt  sich  der  Werth  des  Bestgliedes 
der    EuLBB'schen   Beihe    leicht    discutiren.     Es    ist    in    der    That 
□ach  (6) 


^,=-<ö'-*'/*„(« 


Pdu 


oder 

(18)  Ä,,  -  -  roa"+iJ'a«„(«)/^''+»  (a  +  ö)(l  -  a))  du . 

0 

Ein  bekannter  Satz  aus  der  Integralrechnung  sagt  aber  aus, 
dass,  wenn  F[x)  und  G{x)  zwei  Functionen  einer  reellen  Veränder- 
lichen X  bezeichnen  und  G  [x)  zwischen  den  Integrationsgrenzen  das 
Zeichen  nicht  wechselt,  sondern  entweder  stete  positiv  oder  stets 
negativ  bleibt, 

(19)  JF[x)6(x)dx  =F{a  +  6{h~  a))fG{x]dx 
is%  wo  6  positiv  und  kleiner  als  1  ist 
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Da  ntm  bewiesen  worden  ist,  dass  '^|j(u}  zwischen  0  and  1 
das  Zeichen  nicht  «ecbselti  so  können  wir  die  Formel  (19]  auf  (18) 
anwenden,  and  wir  bekommen  dann 

oder  nach  (15) 

(20)  Ä,_  =  J„<fl3-+i/^»+i(a  +  dm). 

Dieser  allgemeine  Ansdmck  fOr  das  Bestglied  in  der  SnLBB'BclLen 
Beihe  ist  zuerst  von  Mai^stek  gegeben  worden  [Cbellb's  Jonm&l 
fDr  die  reine  und  uigewandte  Mathematik  Bd.  XXXV  (1S47),  ab- 
gedrackt  in  Acta  Mathematica  T.  6). 

Der  MAiJiBTEN'sche  Äosdrack  für  das  Best^lied  ist  allgemein 
tutd  TollstBndig  unabhängig  von  den  Eigenschaften  der  Function  /'(a) 
und  ist  in  den  meisten  Fällen  aoch  bequem  anzuwenden.  Der 
folgende  Amdmck,  det  von  Jacobi  herrflhrt  (Cbelue,  Bd.  XT(],  igt 
zwar  nicht  immer  anwendbar,  ftlhrt  aber  zu  einer  noch  bequemeren 
Formel  ^  das  Best^ed. 

Wenn  nämlick  /^»+i  (a  +  to[l  —  «))  zwüchea  den  Ormxen  u  o»  (> 
und  ti  K  i  das  Zsic/ten  nicht  weckstltf  kann  man  nach  (19)  Bchreiben 

Ä,^  =  _  a,3-+i0,JÖ)J*/n-+i(a  +  ü>(l  -  w))dK 

0 

=  -  o>s»  0^^  (ö)  lf7n  (a  +  0.)  _  fii>  (a)] . 

Nnn  haben  wir  aber  bewiesen,  dass  die  Function  4>„(d) 
[0  <  d  <  1}  das  Zeichen  nicht  wechselt  und  für  d  =>  -^  ihren  Mazimal- 
werth  erreicht,  und  zwar  ist 

Man  hat  also 

(21)  Ä,.  =  üi"2ej,M  -  -J;][f(-  +  "1  -T'W] 
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14  ihohamseht  Quadratur. 

und  somit 

(22)  i2,»<<»*"2|^J[/^"(«  +  <»)-/^"W]- 

Wenn  alto  /^»+i  (a  +  o  [1  —  a))  zwitcken  den  Grenzen  u  =  0 
und  u  =  1  da»  Zeichen  nicht  wechtelt,  to  itt  der  Fehler,  den  man  xu 
befürchten  hat,  wenn  man  die  Em.s£iehe  Reihe  not  dem  Glied 

A2^.2W^'-^/lf^'-^a] 

al^fritAt,  kleiner  alt  dar  doppelte  Werth  det  treten  vemaehliueifften 
Gliedei. 

Die  EtTLBR'sclie  Reihe  gehört  bekanntlich  im  Allgemeinen  zu 
den  dioergeRten  Beihen.  Wenn  aber  die  (ürÖBse  des  Bestgliedes 
bekannt  ist,  so  liegt  natürlich  nichts  im  Wege  fttr  die  Anwendung 
solcher  Beihen.  Wenn  z.  B.  der  Aosdrack  (21)  fttr  das  Bestglied 
gilltig  ist,  so  weiss  man,  dass  der  za  befOichtende  Fehler  immer 
kleiner  ist  als  der  doppelte  Werth  des  ersten  TernachUssigten 
(üliedes.  Man  setzt  also  in  diesem  Falle  ruhig  die  Beihe  so  lange 
fort,  bis  die  Gheder  der  Beihe  zu  wachsen  anfangen  nnd  man 
braucht  also  niemals  einen  grosseren  Fehler  za  befürchten  als  den 
doppelten  Betrag  des  kleineten  Gliedes  in  der  Beihe.  Andererseits 
folgt  offenbar  hieraus,  dass  man  mit  Hilfe  dieser  Beihe  im  All- 
gemeinen nicht  eine  Function  mit  beliebig  grosser  Genauigkeit  be- 
rechnen kann.  Es  giebt  indessen  verschiedene  Konstgriffe,  durch 
welche  man  die  Conrergenz  der  Beihe  vei^Bsem  kann,  wie  man 
an  einem  Beispiel  im  nächaten  Paragraphen  findet 

Die  Form  (2)  fttr  die  EvLEB'sche  Beihe  war 

a.r(«) = A« + ®)  -  A«) +Ä,a,[n<^+ ")-/"(«)]  + 
+  Ä,.. 

Wird  hier,  statt  f{a),  eine  Function  X{d\  eingeffihrt,  so  defi- 
nirt,  dass 
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80  bekommt  man 

v>X{a)  M'fX[a)da  +  A^o>[l[a  +  m)  -  X(a)]  + 

+'^A„a!"{}?<-^a  +  a.)  -  X^'-^aJ]  + 
oder,  wenn  man  Bich  erinnert,  dass  J,  st~-\, 


(23T 


+  M„. 


Wird  in  (2S)  a  gegen  a  +  o>,a  +  2a>,  a  +  3o>  n.  s.  w.  rertauBcht 
und  die  so  erhaltenen  Oleichnngen  addirt,  Bo  bekommt  man: 


(24) 


+  4". 


(20 


41.  =  A.'^'"''S>-''{<'  +  !•«>  +  «,«>), 


▼eim  irir  den  allgemeiiieD  MAliMBTBH'BcheQ  Aaedmck  für  das  Best- 
glied  beaatzen.    Hier  ist  d^  im  ÄllgemeineD  als  eine  Function  von  r 
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zu  betrachten.  Wenn  1^"  (a  +  r  ra  +  d  (»]  für  0  <  d  <  1  das  Zeichen 
nicht  wechselt,  und  anaserdem  ^'~^{x)  zwischen  x=a  und  x^a-^ato 
stetig  wächst  oder  stetig  abnimmt,  kann  man  den  JACOBi'schen 
Änsdntck  [21]  fOr  das  Besiglied  anwenden  and  erhält  einfach: 

(24**)  ll-'\  =  ffl3-2Ö^,[ia"-Ma  +  '<»)-  A^"-M«}]» 

so  dass  auch  in  diesem  Falle  das  RestgUed  kleiner  als  der  doppelte 
Betrag  des  ersten  vemachlässigten  Qhedes  ist 

Die  Formel  (24]  wird  Öfters  in  der  folgenden  Form  geschrieben: 

.-1  r- 

o)2^(a  +  ra>]  =  C  + J  A(a]rfa  +  ^«A(fl  +  aw]  + 

wo  nnter  C  eine  Constante  verst&ndeD  wird.  Biese  Schreibweise  ist 
aber  offenbar  im  ÄllgemeineD  nicht  gestattet.    Es  ist  in  der  That 

*  C A^<oX[a) 

und  ist  also  C  keine  Gonatante,  sondern  ihr  Werth  hängt  von  n  ab. 
Auch  wenn  man  in  diesen  Formeln  n  gegen  die  üneadhchkeit 
wachsen  lassen  wollte,  so  wUrde  die  obige  Schreibweise  im  All- 
gemeinen nicht  zulässig  sein,  da  die  Summe 


^^^,^<ö2iia*-i(o) 


im  Allgemeinen  direi^nt  ist,  und  der  Werth  fUr  C  also  entweder 
unendlich  gross  oder  unbestimmt  auEfallen  würde. 
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Wir  werden  also  im  Folgenden  uns  der  Form  [24]  f&r  die 
EüLEB'sche  Reihe  bedienen,  nud  je  nach  den  Umständen  die 
Form  (24*)  oder  die  Form  (24**)  &a  das  Bestglied  anwenden. 

Die  Formel  (24)  wird  gewöhnlich  die  Entxifiche  SummaHont- 
formel  genannt,  weil  man  sie  anwenden  kann,  um  die  in  der  linken 
Seite  gezeichnete  Summe  zu  berechnen,  wenn  der  Werth  des  Integrals 
r>l(a)  bekannt  ist 

Umgekehrt  kann  man  aber  dieselbe  Formel  anch  benutzen, 
mn  den  Werth  des  Integrals  der  rechten  Seite  zu  finden.  Wird 
die  Anfgabe  gestellt,  das  Integral 


za  finden,  wird  das  Intervall  b  —  a  m  t  Theile  von  gleicher  Länge 
[at)  getheilt,  so  dass 


Man  kann  dann  mit  Hilfe  der  Formel  (24)  das  Integral  ans 
den  Werthen  der  Function  X{x),  für 

x^a  +  rm       (r  =  0,  1  ...,  «  -  1), 

and   ans   den  Werthen  der  abgeleiteten  Functionen  von  X{x),   fUr 
z  ==  a  -^  am  und  X  =  a,  berechnen. 

In  dieser  Fassung  enthält  die  Formel  (24)  die  allgemeine 
Lßsnng  der  Aufgabe,  den  Werth  eines  Integrals  durch  mechanische 
Quadratur  zu  berechnen. 


§  2.   Anwendungen  der  EuLCR'schon  Reihe. 

Wir  wollen  die  EuiiBB'sche  Reihe  zuerst  benutzen,  um  einige 
SummaÜotun  auszuführen.  Als  erstes  Beispiel  nehmen  wir  die 
dasBische  sogen.  SnBuss'sche  Formel 

Chuliei,  Hadiuiik  de*  mtomtli.    IL  3 
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18  UtOtanuehB  Quadtatur. 

Wir  setzen 

Es  ist  Bim 

12*-» 

^"*-M')  =  -^^^^.       i='W  — 

und  mithin  nacli  (24) 


«-1  «+•» 

a^\Oi{a -^^  T w)  =  J*logrrfi  —  i- «, [log (a  +  * (»)  —  loga] 


+  2A<|2i-2<»'M 


oder  wenn  num 

a  ~  1 ,        ü>  =  1 

setzt  und  die  Integration  ausführt 

log  I*  =  (i  +|)log(*+  1)  -  t 


^I^'^Liri?^-'] 


Man  kann  hier  den  JAconfschen  Aosdnick  für  das  Restglied 
benutzen  (weil  die  A^'(r)  für  alle  x,  die  hier  in  Frage  kommen, 
nagatiT  sind,  und  die  i?*-'^{x)  zwischen  x=\  and  x  =  t  +  \  stetig 
abnehmen],  der  Fehler  ist  also  immer  kleiner  als  der  doppelte 
Betrag  des  ersten  TemachläsBigten  Qliedes. 

Wird  in  dem  obigen  Ausdruck  >  gegen  $  —  \  Tertaascht,  und 
dann  beiderseits  log«  addirt,  so  ist  also 

log|^=(<  +  i)log«-*  +  l 
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§  2.    Anumdungm  dsr  EtTLxs'a^im  JteUis. 


19 


Emsetzung  der  nnmerieclieii  Werthe  der  Coefficienteo, 
log  I*  =  (t  +  y)  ^°t*  -  »  +  1 


Die  Glieder  faDgeo  hier  &n  za  wachsen,  und  man  erreicht  also 
die  gr&SBte  G^awgkeit,  wenn  man  mit  dem  Glied 


die  Reihe  abbricht. 

Man  würde  indessen  leicht  eine  andere  Keiha  fbr  log  l  f  er- 
halten können,  mit  welcher  man  eine  bedentend  grOseere  Genauig» 
keit  erhalten  konnte.  Setzt  man  nämlich  zu  diesem  Zwecke  in  [1} 
a  =  2,  so  kann  man  die  Genauigkeit  viel  weiter  treiben,  oder  man 
setzt  a  =  S  (nnd  addirt  log 2  auf  beiden  Seiten],  in  welchem  Falle 
die  ConTorgenz  eine  noch  grossere  wird. 

Als  zweites  Beispiel  setzen  wir 

il  (ar)  s  sin  j:  , 


i»^sin(a  +  r  (»)-=  —  C0B(<i+«(o)+co8a— ii»[sin(a+*öi)— sina] 
+  Va,2*^,(_  l}'+i[coB(a  +  sm]  -  cosa] 
+  <■ 
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Mechanücha  Quadratur, 


Der  JACOBi'sche  Ausdnick  für  das  Sastglied  kann  Dor  aos- 
nahmsweise  hier  benutzt  werden  (für  kleine  tu  und  »).  Indessen 
zeigt  der  MALHSXEN'sche  Ausdruck  §  1  (24*)  unmittelbar,  dass  das 
Kest^ied  gegen  Null  geb^  wenn  nämlich  [mit  Hinsicht  auf§l  (10*)] 

|(o|  <  2n 

ist,  in  welchem  Falle  die  Formel  (3]  benutzt  werden  kann,  um  die 
Sucune  auf  der  linken  Seite  von  [3]  mit  beliebiger  Qeoauigkeit  zu 
berechnen.    Wir  bekommen  also  in  diesem  Falle 

(4)  J(B[8in(a  +  »a>)  —  aina]  +  i»2^in(<i  +  rta]  =  5[coB[a+*(u)— cosa], 
wo 

Es  ist  bemerkenswertb,  dass  S  nur  von  a>,  nicht  aber  Ton  a 
und  «  abhängig  ist.' 

Die  Anwendung  der  EüiiSB'schen  Beihe  zur  Summation  ron 
Reihen  spielt  seit  langer  Zeit  eine  grosse  Bolle  in  der  Analysis. 
Sie  ist  auch  zu  diesem  Zwecke  sehr  bequem,  so  oft  die  Discussion 
des  Bestgliedes  ausgeftibrt  werden  kann. 

Von  grösserer  Bedeutung  dUrfbe  indessen  ihre  Anwendung  zor 
numerischen  Berechnung  von  Integralen  sein.  Die  Formel  g  1  (24) 
wird  dann  in  fönender  Form  geschrieben 

■•+»«  ^_^ 

fx{x)dx  =  o)Vi[a  +  ro)) +  ^öi[l(a +  »«»)- A(a)]- 

-'^J^yii^'-Ha  +  *«,)  -  X^'-^{a]]  - 

*  Im  Hinblick  uf  §  1  (10)  eigiebt  sich,  dmaa 
S  -  -  -f  cotg  ^ 
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^  2.    Anuxntkmgen  der  Eczxii'acken  Heike. 


Ist  ein  Integra] 

Jx{x)dx 

vorgelegt,  so  wird  das  Interrall  b  —a  ia  t  Theile  von  gleicher 
Gr&sse  getbeilt,  imd  man  kann  dann  nach  (5)  den  Werth  des  Inte- 
grals berechnen  aas  den  speciellen  Werthen  der  Function  und  ihrer 
abgeleiteten  Functionen.  Sehr  oft  kann  man  sich  dabei  mit  der 
ersten  Zeile  rechter  Hand  in  (&]  begnügen,  wenn  nur  co  klein  genug 
genommen  wird.  Mittelst  (5^  lässt  sich  dann  die  G-enauigkeit  des 
Resultates  beurtheilen. 

E^  kann  Torkommen ,  dass  alle  abgeleiteten  Functionen 
ungerader  Ordniug  für  x  =  a  nud  x  =  a  +  »m  Terachwindeo,  in 
welchem  Falle  die  zweite  Zeile  rechter  Hand  in  (5)  verschwindet, 

„'  +  -  .-I 

jgj  fk[x)dx  ==  «2j,i(<i  +  r<»}  +  |ü,[X(«,  +  ,0,)  -  A(a)]  - 

ist. 

Der  untere  Index  (n)  bei  dem  Bestglied  kann  hier  beliebig 
gewählt  werden,  ohne  daas  der  Werth  des  BestgHedes  verändert 
wird.    Dagegen  dürfte  S^^\  mit  wachsendem  t  gegen  Null  abnehmen. 

Nehmen  wir  beispielsweise  an,  daes  das  Integral 


J^  r d 


voi^egt  wäre.    In  diesem  Falle  ist  offenbar 

■X3i-i(o)  =  i2t-i[n)  =  0       (i  =.=  1,  2,  3  . . .), 
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Ihehanische  Quadratur, 


und  die  BerechoiiDg  geectiieht  nach  der  Formel  (6).    Wird  n  =  1 
gesetzt,  Bo  ist  dann 


=  ^(»»Vr(<i 


vn  = jt  + T 

Ist  a  genßgend  klein,  kann  man  genähert 
r(a  +  Ö«>  +  r(»)  =  — 
setzen,  und  man  hat  also 

oder,  da 

W-l   _      1      ....1  _    ""' 
128*' 


«■)  =  - 


durch  welche  Formel  man  den  Haximalfehler  berechnen  kann,  den 
man  begeht,  indem  man  das  genannte  Integral  durch  Theilong  des 
Intervalles  (»)  in  >  Theile  berechnet 

Aehnliche  Betrachtungen  gelten,  so  oft  X{x)  eine  gerade  und 
periodische  Function  bezeichnet  [mit  der  Periode  n)  und  es  sich  um 
die  Berechnung  des  Integrals 


/M^} 


dx 


bandelt. 

Die  weitere  Ausdehnung  dieser  Betrachtangen  auf  Doppel- 
integrale fOhren  zu  BäBultaten,  die  besonders  fUr  die  Berechnung 
der  secularen  Stömngen  der  Planeten  von  Interesse  sind. 
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§  3.    BelatioMn  xmnachaa  IHfferentiatquotimten  und  Differmxen.     23 
Im  AUgemeinen  werden  indessen  die  Functionen 

und 

von  Noll  Terschieden  sein.  Die  Formel  (5)  führt  dabei  leii^t  zur 
Beredmong  des  Werthes  des  Integrals,  so  oft  die  Ableitungen  von 
l  {x)  ohne  Mühe  erhalten  -werden  kOnnen.  In  nelen  FBllen  empfiehlt 
es  sich  indessen,  einen  anderen  Weg  einzuschlagen. 

Bei  der  Anwendung  der  Formel  (6)  braucht  man  nämlich  die 
numerischen  Werthe  der  Functionen 

X{a),       X{a  +  m),       k{a  +  So.)  . . .,       A(o  +  xa). 

Wird  jede  Function  in  dieser  Beihe  von  der  nächstfolgenden  sub- 
trahirt,  so  entsteht  eine  Beihe  ?on  Diffarmxfimctitmen  oder  Diffe- 
renzen. Bieraus  erhält  man  in  ähnlicher  Weise  die  zweiten  JHffe- 
remen,  dann  die  dritten  Differenzen  u.  s.  w.  Non  lassen  sich  aber 
die  Ableitungen  verschiedener  Ordnung  der  Function  i.{x)  durch 
soldie  Differenzen  ausdiUchen,  und  es  ist  also  möglich,  die  Formel  (5) 
in  eine  andere  umzuformen,  wo  ausser  den  Functionswerthen 
i.{a  +  rto),  (r  =  0,  1,  2  . . ., <)  nur  die  Differenzen  verschiedener 
Ordnung  Torkommen.  Da  aber  die  Differenzen  numerisch  viel 
leichter  erhalten  werden  können  als  die  Ableitungen,  so  erhält  man 
in  dieser  Weise  eine  Fonnel,  die  fOr  numerische  Bechnungen  be- 
deutende Vorzüge  besitzt 

Wir  werden  im  nächsten  Paragraphen  die  Belationen  zwischen 
den  Ableitungen  einer  Function  und  den  Differenzen  verscliiedeuer 
Ordnnng  au&tellen,  um  dann  im  vierten  Paragraphen  zu  den  defini- 
tiven Formeln  für  mechanische  Quadratur  überzugehen. 


g  3.    Relationen  zwischen  DWerentiaJquotleflten  und  DHTerenzen. 

Wir  werden  uns  im  Folgenden  der  EhioEs'Bchen  Bezeichnungen 
fOr  die  Differenzen  bedienen,  deren  Bedeutung  ans  dem  nach- 
stehenden Differenzschema  hervorgeht 
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Jäeehanisehe  Quadratur. 


kigameat 

Fnnctton 

!■"  Diff 

2"  Di« 

8"  DIE 

a-ia 

na  -2o)) 

/.■(<■-»") 

a—   o> 

na-   ») 

/i'(»-i«) 

/•."(<■-«>) 

/•."(«-J<.> 

" 

m 

/•.'("  +  *<») 

A"W 

/■;■■(<>  +  *'») 

a+2(a         /"(a+ao)) 


/;'(»-ji.)=A«-<»)-A«-2«), 
/;-(<.-io.) -/■(«)       -/■(»-  »), 

n.  s.  w. 

/■;'(a  +  a>)  =  f,'{a  +  i«)  -/"o'l«  +  i") 

O.  8.  W. 

Nach  dem  Theorem  von  Tatlob  hat  maa,  voransgesetzt,  dass 
die  betreffeaden  Beiben  convergiren, 

/■(-)      -n«) 

na  +  «)  -  m + -if  r  w +4-r'  w  +  -^r  w + •■  ■ 

Aa  +2»)  _  ffl  +  -n^  r  («) + T^'r  w  +  TT^r  («)+••  • 

na+3o,)=na)+j^r{')+Tfn-)  +  ^r  !<')  +  ■■■ 
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S  3.    BekMonm  xKÜekm  Diffenntiaiqitotimtm  und  Differenxm.     25 
HieraoB  erhält  man  durch  SnbtractioD 


Werden  diese  Reihen  von  einander  aabtrahirt,  so  erhält  man 
weiter 

f,"{a  +2o,)  =  f^'[a  +  |w)  -f„'{a  +  !<»)  =  fo' f"[a)  +2ffl>r'{«)  +  ■■■ 
n.  s.  w. 

HieranB  bekommt  man 

/o"'(a  +  Jö>)  =  /;"(«  +  2«)  -/■„"[«  +  «}  =  <o»/"'(o)  +  ■•■ 

U,  8.  W. 

Es  ist  leicht  ersichtlich,  dass  sSinmtliche  Differenzen  durch 
die  Ableitungen  der  Function  f{a)  ausgedrückt  werden  können,  und 
zwar  wird  die  Differenz  n*"  Ordnung  durch  Ableitungen  der  n"" 
and  höhten  Ordnungen  aosgedrfickt 

Wir  wollen  die  Differenzen 

/*o'(a  +  \'^),      /ö"(«  +  «),      fo"i«  +  iM  ■•■,      /;(«+  T'»)'  ■•• 

mit  dem  Namen  adjungirte  Differemen  der  Function  f{a)  bezeichnen. 
Die  adjnngirten  Differenzen  der  Function  f{a  +  (»)  Bind  dann 

/;'Ca  +  4w),      /;"(«  + 2a.)...,      /;(fl+«>  +  yD,)  ,... 

D,g,t,ze:J.V  Google 


26  JUechaniaohe  Quadratur. 

und,  ftllgflirmin  geapTOchoQ,  sinä  »»-Hft  Di&renzen 

/^[a  +  .oi  +  ^m]        («=1,2,3,...) 

als  adjimgirte  Differenzen  der  FnQCtioii  f{a  +  sm)  zu  betrachten. 

.    Wir  nehmen  nun  an,  daas  vir  fBr  /^[a+ y"')  ^^  folgende 
Formel  erhalten  haben 

/;  (a  +  i«)  =  <.."/■"(<.)  +  4"  o)">/i-H(«)  + 

+  4"  <o"« /•+»(«)  +  ^"'  (»■«/»+»(<i)  +  ... 
Wir  können  hier  a  gegen  a  +  lo  vertauschen  und  erhalten 
/J  (o  +  o>  +  Y»)  -  <ff{a  +  Ol)  +  ^'«"t'  /^«(o  +  0,)  + 
+  ^"i»-«/*M(a  +  «»)  + 
+  ^"'oi"«/»"  (a  +  «))  +  .. . 


(1) 


(2) 


Werden  /^(a  +  »),  /»^^(a  +  «>)  u.  B.  w.  nach  dem  TAU-OB'schen 
LehiBatz  nach  Potenzen  Ton  (o  entwickelt,  bekommen  wir  hieraus 

/;(a+»  +  i»)=»-/>(a)  + 

+  (1  +^J")oC«/"«(<i)  + 

+  ^*L-«/>'«(o)  + 


E^  ist  aber 
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f  3.    Beiatioaen  xwTwebn  Differenttaiquotiantan  und  Diffennxmi.     27 
Indem  wir  (1)  von  (3]  abziehen,  erhalten  wir  also 


(^  +  f +  ^"')''""'^**<'->+" 


Diese  Formet  kann  nach  (1)    aach    in    folgender  Form    ge- 
gebriehen werden 

80  da£s  zwischen  den  CoefGcienten  A■^,A^Jl^s.^v.  folgende  BecnrsionB- 
formeln  bestehen 


X""-[f  +  ^-'. 


11.    IL 


4-  ^"' 


n.  8.  w. 


so  kann  nach  (5]  die  allgemeine  Form  der  GoefGcienten  ^'^ ,  J^^ 
n.  s.  w.  gefanden  werden.    Han  bekommt 


.y  Google 


Wir  haben  hier 


Meehanuelu  Quadratur. 

O.  8.  T. 


als  adjangirte  Differenzen  der  Function  f[a)  betrachtet.    Mau  kann 
mit  demselben  Recht  auch  die  Differenzen 

/■.•(- f") 

als  a^jtingirte  Differenzen  von  ftfi)  beirachten.    Wenn  vir  setzen 

(')    ^(«■-yo>)-«>"/'"(<')+-Bf  <o"'/*«W +  *?'"""/**'('■)  +  ••• 

Dnd  a  gegen  a  —  w  vertanschen,  erhalten  wir  nacli  dem  TATiiOB'sctien 
Lehrsatz 

+  (-  1  +  J'"')  o)"i/^tl(<")  + 


+  (-[f--^ +<•)'»-*' ^*'  + 


Da 


-"-l"  -C"- 
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§  3.    Eelationen  xwuetien  Dijferentiaiquotienten  und  Dijferenxen.     29 


80  erhalten  wir  die  Becmsionjifonaeln 

5<;"> 


12   +-°i  • 


Ol"«  _    _! :i!_  j.  »I") 

"t      -       IS         IS    +-°s  ' 


U      ^    18  12      ^S    ' 

IL  8.  W. 


Nun  ist 


BO  dass 

gm 


-[f/-w--^r(«)+-^r(«)+.. 


.J-,       i?>-  +  -jf,       4'>  — ^n.s.w. 


Die  Formelu  (8)  geben 


(10) 


2  24        ' 


Es  ist  also 

-2^^±i-' »•♦•/»"  («)  +  ... 
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30  JJNiAanweA»  Quadratur. 

Ist  n  eine  angerade  Zahl,  bo  lauten  die  äleichnngen  (1)  und  (7) 
/•**' («  +  ^<.)  -  »"■"/»•«(«)  +  ^■«'«'•«/*+«(a)  + 

+  ^"*"o)'-«/'"»  (»)  +  ... 

Wird  in  diesen  beiden  Formeln  a  gegen  a  —  nw  i«zu}.  a  +  na 
▼ertatucht,  erhalten  vir 

/f «(«  +  i»)  -  «'"'/^«(a  -  »») + 

+  ..., 

+  if"«  »'"■"/«•♦' (a  +  n«) + 

+  l^'*»„'-*Y-*\a +  „«,)  + 

+  ■■■ 

Werden  die  rechten  Seiten  dieser  beiden  Formeln  nach  den 
Potenzen  Ton  a  entwickelt,  so  erhält  man,  nachdem  man  die  Reihen 
nach  den  Potenzen  TOD  m  geordnet  hat 

/^«(. +  i«) -»'"'/*•"(«) + 

+  „'"'/«•"(a)r^""'  -„^•«>  +  ^^">  -  -]T-1  + 
+  ..., 
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§  3.    Selaiiorun  xvrisehm  Differmtiaiqwitimitn  und  Differenetm.     31 
+  „»"'^"(a)[-S?"*"  +  "]  + 

+ „'■■"/'■"wrjij'-"' +»if «' + -i-^-*" + -g  + 

+  ■■, 
Aus  dem  Differenzscheiiia  findet  man,  dass 

C"(.  +  i«)  -  C"("  -  i")  =C"(») 

ist 

Fohren  wir  weiter  die  Bezeichnung 

(11)     i[/?'*'("+ 1») +^"'(''-  i")] =/?r'w 

ein,  nnd  bemerken,  dass  nach  (6)  nnd  (9) 

^«_„_i  —  [^">+»], 
4     -  «'^       TL   ^^ 


Bo  erhaltea  wir  dnrcli  AdditioD  und  Subtraktion,  und,  indem  wir  n 
gegen  n  —  1  Tertanschen 


.y  Google 


(12) 


Meehemiteh»  Quadratur. 
C,<-)  =  -ü±i, 


1  12 

Es    ist  hier    BtillBcbweigeDd   TOninsgesetzt   worden,    dase    die 
BelationeD 

I'^W+l  =  ~  -^21+1 
<  -    K' 

fOr  alle  i  ihre  Gültigkeit  babea,  obgleich  sie  oben  nur  fUr 
einige  Werthe  von  i  bewiesen  worden  sind.  Man  kann  indesBen 
leicht  die  allgemeine  Gültigkeit  dieser  Relationen  darlegen.  Führt 
man  nämlich  eine  Hil&fanction  <p^{y)  durch  folgende  Relation  ein: 

(»4)       9',  {y)=-{^- 1)" = y" + «{■'/*■'  +  «b"V'*'  +  •  ■  • , 

90  läest  Dich  leidit  beweisen,  dass  die  CoeEGcienten  a^*'  in  der 
Entwickelong  dieser  Function  nach  Potenzen  von  y  mit  den  Coef- 
ficienten  A^'^  übereinstimmen,  um  dies  darzulegen,  bemerken  wir 
zuerst,  dass 

y-+i(y)  =  {«''-i)9'-(y). 

ans  welcher  Gleichung  man  dieselben  Recondonsformeln  für  die 
Coefficienten  a|"'  ableitet,  welche  in  (6)  fEir  die  Coefficienten  ^^?"*  er- 
halten wurden.    Da  weiter 

a'"=^-,        a'"^-!-,        ft?'=-^, 
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§  3.    BelaHonm  zwischen  Diffaren^aiguotüntm  und  Differmxm.     33 
80  hat  man  offenbar  aUgemein 

(14*)  flf'=^*-*. 

Führen  vir  eine  ceue  Hil&fdnction 

(15)       v.(y)  -  (1  -  «"•)■  =  y"  +  »;■'/*'  + »?'/"  +  ■  •  ■ 

ein,  80  zeigt  sich,  dasB 

(15-)  äJ"'=  Bf, 

nnd  da  offenbar 

v.(-y) -(-!)- v.(y)- 

80  Bind  hiermit  die  Belaüonen  (13)  allgemein  bewiesen. 

Die  Hilfsfonctionen  9>,  (y)  und  tfi^  (y)  werden  Qbrigens  mit 
grossem  Vortheile  benutz^  nm  verschiedene  Eigenschaften  der  Coeffi- 
denten  A^  und  Sf  abzuleiten.  Im  Besonderen  kOnnes  die  üm- 
kehrongen  der  Eeihen  (1)  uid  (10),  mit  welchen  wir  ans  sp&ter  be- 
schäftigen wollen,  leicht  mit  Hilfe  dieser  Fnnctionen  erbalten  werden. 

Wir  haben  oben  die  Differenzen/^  f  ^  "l"  T '")'  ^  '*~  ^>  ^r  3>  *  ■  •  > 
und  /"Ö  ("  ~  y  '^) '  ^  «==  1,  2,  3, . . . ,  als  die  adjnngirten  Differenzen 
der  FonctioD  f{a)  bezeichnet.  Wir  kSnnen  offenbar  auch  die  za- 
nächst  dnrcb  (12)  gegebenen  Differenzen  als  adjnngirte  Differenzen 
betrachten  and  gelangen  somit  za  den  folgenden  vier  Seihen  von 
adjvnffirten  Differenzen  der  Function  /"(a) 

fl      ("+1")  («-1,2,3,...), 

/■;    («--"«)  (»-1.2,3,...), 

/•;;-'(»)  (n-1,2,3,...), 

/■;■     (a)  (»=1,2,3,...). 

£me  Bolcbe  fieilie  a^jungirter  Differenzen  hat  die  Eigenschaft, 
dtui   man   mit  threr  Büfe    die   Ableitungen    der   Rmetion  f{a]   ohne 
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84 
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HmxunahvK  anderer  D^erenxen  ausdrücken  kann.  Die  a^jOBgirteii 
DifiFerenzen  derselben  Beibe  befiodeo  sich  in  dem  Difierenzscbema 
sämmtlich  auf  einer  geraden  Tiinie,  die  durch  die  Function  f[a) 
hindnrcbgebt 

In  Bezug  auf  die  a^jungirten  Differenzen 

/T,.(<.) 

ist  zn  bemerken,  diiBS  sie  nicht  in  dem  Differenzschema  direct 
vorkommen,  sondern  nach  (11)  das  arithmetische  Uittel  zwischen 
zwei  benachbarten  Differenzen  sind. 

Die  Darstellung  der  Ableitungen  von  /{a)  durch  die  adjnngirten 
Differenzen  geschieht  dnrch  ümkehmng  von  (1),  (7)  und  (12).  In< 
dem  man  nach  einander  in  (1)  n  gegen  n  +  1,  n  +  2  u.  s.  w.  ver- 
tauscht, erhält  man 

+4''  „•*'r*\äi+... 
/■:"(„+ !±! »)  _  »•"/»*'(") + ^:*v«r"w + 

»■«r*V)+ 
+4':">«,""/-"-'(„)  +  ... 


"f^'l")  H 


(16") 


Bestimmen  wir  gewiase  Zahlen  «*"',  a^^,  a^"'  u.  s.  w.  so,  dass 
J'"'     +«<"'-0 
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§  3.    Belaiionen  xuHaehm  Difftrmtiaiqvotienten  und  Differenzen. 


(16) 


durch  welche  Beihe  die  BiffereQtialqnotieuten  Von  f{ti\  durch  die 
adjungirten  Differenzen  vom  ^I^os 

/■•■Kl») 

ansgedrOckt  werden. 

Die  Werthe  der  Coefficienten  u'''^   kSnnen   aas  (16*)    erhalten 
werden,  oder  bequemer  unter  Anwendung  der  Hilfsfanction  9>,(y). 

Aus  der  Formel 


v,=y"+^;'/*'  +  4"'. 


'  +  ... 


wo  die  af  durch  (16*)  bestimmt  Bind.    Da  qo^  =  <j>^,  so  k&nnen  wir 
diese  Formel  auch  in  folgender  Form  schreiben 

y"  =.  9=-  +  af  qp-*'+  <i>V;*'  +  ■  •  • . 

und  die  Aufgabe  ist  somit«  y"  nach  Potenzen  von  90,  zu  entwickeln. 
Nach  (14)  ist  aber 


y   =  log(l  +  y,)  =  ifi-  \<Pi^  +  iV,' 


«       «  „B+l  .  n(3n  +  B)  _„^2      ti(n+2)(w+8)^B+a   , 
"Pl-Yfl      +—24 9'i 48 ^1      "* 
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(17) 


«(Sw  +  S) 

»(w  +  2)(n  +  S) 

48  ' 

n.  a.  T. 


Um   die   DiffereotialqnotieDteii    durch    die    adjungirten    Diffe- 
reazen  vom  Typos 

aoszadrQt^en,  bedienen  wir  ans  der  Hilfsfiinction  i/i, 

,,.=(1  _,-')"  =  / +  J'l"'y"'  +  fif  *"'  +  ... 

Diese  giebt 

y  =  -  log(I  -  Vi)  -  1//,  +  IVi*  +  i^i'  +  •  •  •» 
mithin 

-  < + T  v:" + "-äit^'  *;"+  "-sttfy^<v... 

Setzen  wir  also 

»"  /■"(«)=  /•;  ("  -  f »)  +  /»!"'/■;*'  (« -  T "») 


(18) 


Ps     =         24         ' 

„(»)       w(«  +  2)(»  4-  S) 
"a     "  43  ' 

O.   8.    W. 


.y  Google 


■'»£RJ 
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Was  endlich  die  adjimgirten  DifTerenzen  von  der  Form 

r?r'W   und    fl*(a) 

betrifft;,  so  kann  man  aoch  fOr  sie  Sholiche  BiUsfanctionen  anf- 
stellen.  Ana  der  Definition  für  dieae  Differenzen  folgt,  dasB 
zviachen  denselben  folgende  Eelationen  bestehen 

( /■;,:*'(«)  -  /ir'f" + °)  -  ^rfr'w + /■?"'(<■  - ») . 

(19) 

I  /•;•"(»)-/■.'■  (»+»)-2/-^  (<■)+/■:•  (»-»). 

Setzen  wir  in  dieae  Äasdrücke  die  Reihen  (12)  ein,  so  be- 
kommen wir,  wenn  wir  nach  Potenzen  von  lo  entwickeln,  fttr  Cf"' 
and  D'^^  folgende  Becorsionsformeln: 


(20) 


(20') 


c<".._c;->-    J-, 


er 


■^•'-(t-i)' 


Zur  vollständigen  Bestimmung  von  C^"'  und  i)*"'  brauchen  wir 
noch  die  Werthe  dieser  Coefßcienten  für  r  =  1.    Es  ist  aber 

f'i.  (<■)  -  i  K'  («  +  i  «•)  +  /;'(«- 1  <»)] 


lfrw  +  -^n")+^rw+- 
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and 

-  "' r  w + -yr  n») + -T^r  w  +  •  •  • . 

aod  man  hat  also 

t-i   ""[8"'         ^3        "[5~'         ''8         l^^'  ■••' 
■"l  I*  ^  |6  8    -    18     

und  hiermit  sind  die  Werthe  s&mmtlicher  Goefficienten  C|"*  und  l/f* 
T611ig  bestimmt  Biese  Werthe  lasBeo  eich  natOrUch  leicht  ans  den 
obigen  Becnrsionsformeln  ableiten.  Indessen  geschieht  diese  Be- 
Btimmung  noch  leichter,  veim  man  sich  gewieser  Hilfsfnoctionen  be> 
dient    Setzt  man 

(21)    ■  e,{y)  =  ÄCy)("'  +  «-'-2)-', 

wo  onter  B{j/)  ii^nd  eine  von  n  unabhängige  Function  von  y  ver- 
standen wird,  die  mit  y  verschwindet,  und  die  entweder  gerade 
oder  ungerade  ist,  so  dass 

wo  g  eine  ganze  Zahl  bezeichnet,  so  bekommt  man  fDr  die  Coeffi- 
cieuten  A/"'  die  Recursionsformeln 


»'.""-*;■' --[f. 


also  BelatioaeD  von  der  Form  (20)  und  (20*).     Es  ist  also  ersicht- 
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lieh,  dass  wir  die  Fonctioii  H{y)  so  beetimmeD  kdnnen,  dass  die 
CoefGcientea  A,<">  eotweder  mit  den  CoefficienteB  C/">  oder  mit  i>/"> 
zusammenjallen. 
Setzt  *^ft" 

so  wird  ofFeabar 

ff.Cy)  =■ -ffi  (y)  («'+«-'- 2)"-^  -  y^-^ + <^i'"' 5^"** + t;"V*^+ ■■■ , 

and  fahrt  man  eine  E^mction  H^{y],  durch  die  folgende  Gleichang 
definirt,  tön 

Bo  wird 

Ans  den  Werthen  der  Cp-'^  und  i>/')  findet  man,  dass 

•ff.(y)  =  «'  +  «-' -2. 

Die  beiden  Hilfefunctioiien ,  die  wir  hier  einzoföhren  haben, 
sind  also  die  folgenden,  die  wir  mit  T(y)  und  xiv)  bezeichnen, 
nämlich 

(     ^M  =  i{" -'-'){" +  '-'-^-\ 

(22) 

I      )•.(»)-(«'  +  «-' -2)". 
und  man  hat 

'.w  -y'-'+ er'/"" + er/"*' + •  •  ■• 
X.  M  -  /■  +  Dff*' + ^r /"' + •  •  •  • 

Da 

'•.-i(«'-«-')jr.-t, 

80  kann  die  Entwickeinng  von  t„  leicht  erhalten  werden,  nachdem 
X^  hekaoDt  ist    Es  wird 
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(23) 
80  dass 

(231 


•n        J  ^     12    '^         ^  IMO         5^ 

1  12  1  12 

^(B)___  5w*  +  9«-2  2>'"*=  '^'''" 


Will  man  die  Differentialquotienten  durch  die  Differenzen 
ausdrUckoD,  muas  man  die  Beiben  (23]  omkehren,  und  somit  y 
durch  T„,  Tb4.i,  t„^2,  •■•  ond  Xm  Xn-t-it  jro-t-Si  ••■  ausdrücken. 
Dies  kann  durch  directe  Umkehnmg  geschehen,  oder  indem  man 
sich  der  analytischen  Form  der  Hil&fnnctionen  bedient,  um  die 
TransformatioD  zu  erleichtern.    Zu  dem  Zweck  bemerken  wir,  dass 

(24)  X,  =  xl. 

und  folglich  braucht  man  nur  die  Entwickelung  von  y  nach  Potenzen 
von  Xi  auizusuchen,  um  die  betreffende  Umkehmog  zu  erhalten.  Es 
ist  aber 

und  also 

(25)  y  =  21og(i  +  Vr+^, 
wo 

Mit  Hilfe  der  bekannten  Ehitwickelung  der  rechten  Seite  von 
(25)  wird  y  durch  die  Potenzen  von  y^  ausgedrückt  und  hieraus 
erMlt  man  zuletzt 

/■-/;  + vr'  +  *!^*''  +  ---. 

oder,  was  auf  dasselbe  herauskommt, 


.y  Google 
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and  also  aach 

0,3-  /^-  {a)  =  /;3-  (a)  +  J,  /;3-+3  (a)  +  S,  /;a-+*  (a)  +  .  .  . 

Die  Aa&achang  der  entsprecheDden  EatwickelaDg  der  Diffe- 
rentialqQotienten  ungerader  Ordnung  dnrdi  die  adjnngirten  Func- 
tionen von  der  Form 

/■?,:"  w 

wfirde  sich  in  dieser  Weise  nicht  so  leicht  ergeben,  und  es  ist  vor- 
zuziehen, die  Rdhe  (23)  für  t„  direct  umzukehren.  Wir  erhalten 
somit 


luo 
nnd  die  Umkehrang  der  Beibe  fOr  x^  giebt 

,  fi  ,    Sn'  +  lln 

y*'  -  ^,  -  "12-  r«+i  +  — ü«- ^--+3  -  •  ■  ■ 

Auf  die  Differentialqaotienten  und  die  Differenzen  ttbertragen, 
laaten  diese  Relationen 

„>-v'-'w  -  /■;,;-'(») + )-;-'/-;r'w + r?v;r'(») + •  •  •• 


1+1 


jM 


6w*  +  21W  +  22  ^(m  SW*  +  llW 


t^,  ä<- 


Stellen  wir  die  Besnltate  zusammen,  haben  wir  also 
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Ausdrücke    fOr    die    BifFerenüalqaotieiiteD    dtirch    die    adjangirten 
Differenzen  erbalten: 


(26)  "  \  ^       I 


.f.^a)-r.''-i«+        i  f.-"i'-'- 


(27) 


(28) 


(29) 


:Sn  +  S) 


,    «(»■f2)(..t3)  ^„,/,         "  +  S      1 


+  ■■• 


„a-i  «.-i 


5n'  +  21«  +  28    ,,,,.,  ,  ,  _ 
^  1440       1°  ^   ' 


Indem  wir  die  Differenzen  Bechster  nnd  höherer  Ordnung  ver- 
nachlässigen, erhfüten  vir  hieraus  f&r  »=1,  2,  3  a.s.v. 
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"  r  («)=/■«'  (<■ +*»)-*/;"(<■+  «■)+  i  ü^i- +*«>)- 

»TW-/;"  ("+  »)-  /;°'(«+f«')+H/ö"(''+2<")- 
-!/;'(<■+{«)+■■■ 

«TH-f"  (o  +  2»)-2/i''(«  +  l»)---- 
-TW-/;'    (a  +  J«)-... 

»/■'  W-Zi'  («-i ")  +  +/"."(■■-    «')+ ift'"(«-i")  + 

+  j/;"(«-2™)+ i/;- (—»•>)+•■ 
»TW -/;''(«-  »)+  /•."'(<■- i"')+H/;"(»-2<»)+ 

+*/;'(»-»■»)+••■ 
"•rH =/".'"(«-}») +!/'."('— 2»)+  i/i'  («-{«)+■■ 
"T  (<■)-/;"  («-2») +2/".' (—»">)+■•• 

"T  (■>)-/■.'  («-i»)  +  ... 

«  r  (■■)-A(»)-i/:j'(«)+A/;;w-- 

«>' r  (<■)-/;;,  {«.)-- 

»T  w = /;"  («)  -  ACM  +  Arw  -  - 

«-VW-/;»-- 


Die  beiden  letzten  Formelgrappen  eotbalten  Differenzen    mit 
nnr  ungeraden  bez.  mit  nur  geraden  Ordnungszahlen,  wogegen  in 
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den  zwei  erstea  Ghuppeu  Differenzen  aller  Ordnungen  vorkommen. 
Die  Formeln  HI  und  IV  sind  deswegen  stärker  convergent  und 
müsseQ  daher  bei  numerischen  RechnnngeD  vorgezogen  werden,  bo 
oft  Dämlich  diese  Formeln  überhaupt  zur  Anwendung  kommen 
können.  Es  kommt  indessen  öfter  vor,  dass  die  in  DI  und  IV 
TOrkommenden  Differenzen  nicht  bekannt  sind,  obgleich  die  Diffe- 
renzen rechter  Haod  in  I  oder  in  II  gegeben  sind,  und  dann  mnss 
man  sich  der  letztgenannten  Formeln  bedienen.  Wir  werden  in  den 
folgenden  Paragraphen  Gelegenheit  finden,  diese  Verhältnisse  näher 
zu  beleuchten. 


§  4.    Formeln  fDr  mechanische  Quadratur. 

Nachdem  wir  die  Relationen  zwischen  den  Differentialquotienten 
und  den  Differenzen  abgeleitet  haben,  ist  es  nun  unsere  Aufgabe 
in  der  Formel  (5)  §  2  ^  nomerische  Quadratur  die  daselbst  vor- 
kommenden Differentialquotienten  gegen  Differenzen  zu  vertauschen, 
um  zuletzt  zu  den  definitiven  Formeln  fOr  nomerische  Quadratur 
zu  gelangen.  Da  in  der  EvLEB'schen  Keibe  (in  der  Form  (5)  §  2) 
nur  die  Differentialquotient«n  ungerader  Ordnung  vorkommen,  so 
erhalten  wir  drei  verschiedene  Quadraturformeln,  je  nachdem  man 
das  Formeleystem  I,  n  oder  m  im  vorigen  Paragraphen  benutzt. 

Die  EimBB'sche  Formel  lautete: 


Jx{x)  dx  =  w'^Xia  +  r<o)  +  ^a>[Xia  +  s<a)-  i(a)] 
(1*)  P'^l=  .1.,^^  f."^"*^2  -^^"C"  +  Ö,w  +  rw). 
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S«tzeD  wir  hier  nach  g  S  (16)  die  Beiheu 

+«,«i-«V'"  («  +  ">  +  ^^»)  + 

+  — 
und 

+«,»'-»V'+'(»  +  ^«>)  + 
+  -. 

ein,  so  bekommen  wir 

J"i(i)</i  -  «2  i(o  +  1-0))  +  io[i(o  +  JO))  -  iM] 

-<»5;'^,«,»->[V'   [a+,«,+^«)-K"  ('■  +  -¥-»)] 

-»|^J„«,0'-')[V'+'(<.+«"  +  ^»)-V'*'(«+T^»')] 
wo  man  ancb  das  Bestglied  durch  die  Differenzen  ansdrücken  kann. 
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Meehanüehe  Quadratur. 


Führen    wir    die    numerischeti  Werthe    der    CoeäicienteD   A^^ 
in  (1)  ein,  so  ist 


JjHrf»  =  oS  J(a  +  ro)  +  i<i)[i(<H-  so)  -  Ha))  - 

-    mhö  "•[''(«  +  •«.)->' H + 


Zar  ÄbkOrzung  setzen  wir 

(<)  2".  =  "!§'(«  +  >•'»)  +  i^PC«  +  »•>)  -  JM]. 

Bo  daBS  f^  also  den  gewöhnUcbeo  Nähenmgewerth  eines  bestimmten 
BitegralB  bezeichnet 

Setzen  wir  die  Wertbe  g  8  (I)  in  (3)  ein,  so  bekommen  wir 


fl{r)d,-T,-     ^   [V("+.l»+i«>)-V(°  +  W]  + 
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'  4.     Ibrmeln  für  fMohaniache  Quadratur. 


Unter  Änweodting  des  Fonn^systems  11  §  S  bekoDUnt  man 

-  -g-  [V(''+«<»-  »)-V'(«-  »)]- 

-  w['»"<''+"»-t'"'-V(«-»")]- 

-  w['o"(''+'"-2'»)-V'('— 2»)]- 


Das  STBtem  m  giebt  ans  endlich  folgende  bequeme  Integra- 
tionsfonael 


Das  Bestglied  habe  ich  hier  nicht  hiDgeschiieben,  da  sein  ge- 
uaaer  Werth  nicht  ans  der  hier  gemachten  Untersuchung  herfor* 
geht  Man  bekommt  is  der  That  nach  (1*)  fOr  das  Bestglied  eine 
nnendliche  Reihe,  deren  Werth  zuerst  untersucht  werden  mnss. 
Eioe  derartige  Untersuchung  liegt  aber  bis  jetzt  nicht  ?or,  obgleich 
eine  solche  wohl  aasfOhrbar  wftre.  Ohne  Zweifel  wUxde  ein^  solche 
Untersachung  von  der  allergrSssten  Bedeutung  fOr  den  praktischen 
Bechner  sein,  und  es  l&sst  sich  a  priori  erwarten,  dass  das  wichtige 
Besultat  sich  ergeben  würde,  dass,  för  hinreichend  kleine  Werthe 
TOD  0),    der  Fehler  bei  der  Anwendung  irgend  einer  von  diesen 
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Mtchanische  Quadrahir. 


Formelo  kleiner  ist  als  der  doppelte  Betrag  des  ersten  vemacti- 
läsBigten  Oliedee,  analog  wie  es  der  Fall  ist,  wenn  man  rechter 
Seite  die  BiffereatialqDotienten  statt  der  Differenzen  benutzt 

Ton  besonderem  Interesse  in  astronomischer  Hinsicht  ist  der 
Fall,  wo  in  den  obigen  Formeln  »  ^  1  gesetzt  wird.  Indem  wir 
bemerken,  dass 

/i»  («  +  4" +  »)-/"."'(''+ T'")-^«"*"(''  +  ^")' 

und  dass  T^  in  folgenden  Terachiedeoeo  Formen  geschrieben  werden 

T,  =  «  J(o)  +  l<»p(ii  +  0))  -  J(<i)]  - 

=  ß>A(a  +  «)  — J(»V(a +10»)  -. 
-|-P(- +  ")  +  »(<■)]. 
so  erhalten  wir  aus  (5)  fOr  «  =  1 : 

fMx)<lx  =  »*(,.)  +     |o  V  («  +  i»)  - 

-  -S-  '■'"  '°  +     "'  + 
+  ^  *."(»  + i") - 

+  TS-V(»+f«')- 
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§  4.    Formein  für  «iMAanüsA«  Quadratwr. 
und  «18  (6): 

'  d-flB 

-    ^    V(«)  - 

--IS-v(—i»)- 


Was  die  Formel  (7)  betrifft,   so  lässt  sie  sich,  fUr  >  ->  1 ,  in 
ähnlicher  Weise  umformen.    Führt  man  die  Bezeichnung 

(10)         /•;;(»+»»)=}[/■;'(«+•')+/•"(»)] 

ein,  so  vird  n&mlich 

/■;,;-(« + «)  -  fi;-\d, = fi^ia + i«), 

and  ans  (7)  erbalten  wir  also  fllr  «  «  1 : 


(11) 


/i(x) 


m     iiC  +  i")- 
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Die  Formeln  (8),  (9)  und  (11)  geaügeu,  um  die  numerische  Be- 
redmoDg  von  Integralen  bequem  anszuftihren.  Es  wird  sicli  aber 
empfeblen,  die  Formel  (9)  gegen  eine  andere  zu  vertauacben,  die 
eine  fuidere  Beibe  von  adjongirten  Differenzen  enthält,  nSjnlicb  die- 
jenigec  Differenzen,  welche  der  Function  X(a)  adjuugirt  sind,  statt 
der  Differenzen,  welche  zu  der  Function  k(a  +  a>)  geboren  und  die 
in  (9)  vorkommen.  Aus  dem  Differenzschema  erhält  man  unmittelbar 
die  folgenden  Belationen 

X     (a+     «,)_i(a)  +  V(«-H)  +  V(«-«)  +  V'(«-f")+--- 

U.    8.   W., 

und  setzt  man  diese  in  (9)  ein,  80  erhält  man 


(12) 


■ifiMrf»- 


A 

(«) 

+ 

+ 

1 

2 

^■ 

(o 

-i 

")  + 

+ 

5 
13 

K' 

(<. 

- 

»)  + 

+ 

S 

8 

K" 

(« 

-i 

")  + 

+ 

251 
720 

^o" 

(« 

-2 

»)  + 

+ 

95 

288 

19087 

h' 

(<■■ 

-t 

»)  + 

V("-3a,)  +  . 


Ich  habe  neben  den  obigen  Formeln  durch  einen  Pfeil  die 
Sichtung  derjenigen  Linie  angegeben,  an  der  die  adjungirten  Diffe- 
renzen des  ersten  Elementes  im  Differenzschema  hegen. 
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Wir  werden  im  nächsten  Paragraphen  näher  tmtersuchen,  anter 
welchen  Bedingnagen  man  die  eine  oder  die  andere  der  obigen 
Formeln  zor  namerischen  Berechnung  eines  Integrales  wählen 
soll.  Die  Formeln  (8),  (12)  und  (11)  sind  hierfDr  die  bequemsten 
und  ich  stelle  sie  hier  nochmals  zusammen: 


(A) 


+  iV(«+W- 
+;l5V  ("  +  *»)- 


Ifmd.- 


(B) 


+  ... 


i/^W'' 


Ai/,(a  +  \o})  - 
-»550 '■'!!'■  +  *'»'  + 


Ich  werde  diese  Formeln  im  Folgenden  kurzweg  mit  (Ä),  (B) 
und  (C)   bezeichnen. 

Zuletzt  werde  ich   noch  eine  Integrationsformel   ableiten,   die 
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in  Tielea  Fällen  groase  Vorzüge  besitzt     Will  man  das   definite 
Integral 


f,f{i)d 


mittelst  mechaniBclier  Quadratur  berechnen,  so  wird  das  Intervall 
b  —  a  in  eine  Zahl  —  (  —  7on  Theüen  getheilt,  nnd  man  geht  bei 
der  Berechmmg  von  den  Werthen  der  Function  qc  (()  fllr  t  =  a, 
a  +  w,  a  +2(0,  ...  a  +  tw  aua,  wo 


ist  Hieraus  erhält  man  unmittelbar  den  Werth  Ton  T^.  Um 
aber  auch  die  Werthe  der  in  die  Formeln  eingehenden  Differenzen 
zu  erhalten,  wird  es  nothwendig  werden,  noch  einige  Fonctionswerthe 
zu  berechnen,  nämlich  ftlr  t  =  a  +  [i  +  l)»,  t  =  a  +  (t  +  2)(o  u.  s.  w., 
oder  ^T  t  =  a  —  ajttsa  —  2a,  TL  6.  VI.  Es  erscheint  deswegen  als 
wttnschenswerth  eine  Formel  abzuleiten,  wo  nur  solche  Differenzen 
TOrkommen,  die  aus  den  Functionswerthen  ip (a),  ^(a  +  w),  . . ,, 
ip[b)  erbalten  werden  können,  und  eine  solche  Formel  ist  in  der 
That  leicht  zu  erhalten.  Man  muss  zu  dem  Zweck  in  der 
Formel  (3)  für 

die  adjungirten  Differenzen  von  der  Form 

und  füi 

die  adjungirten  Differenzen  toq  der  Form 


v(» 


einfuhren.  Aus  der  Gombination  von  I  und  11  im  vorigen  Para- 
graphen findet  man  unmittelbar  die  gesuchte  Form  und  da  sie 
unter  Umständen  von  Nutzen  ist,  so  führe  ich  sie  hier  an.  Man 
bekommt: 
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-  4s   [V  (<■  +  •«'- 2  <»)  +  J„"(a  + 2«)] 


eine  Formel,  die  ebenso  einfach  ist  wie  die  Formeln  (5)  und  (6) 
und  die  nnr  die  Eenntniss  der  FunctioDSwerttie  mnerhaib  der  Inte- 
grationsgrenzen  erfordert 

Wird  in  (13]  <  =  1  gesetzt,  so  kommt  man,  nach  einigen  Um- 
formungen, auf  die  Formel  (C)  zurück. 

§  5.   Numerische  Beispiele. 

Bei  den  numerischen  Anwendungen  der  Formeln  fßr  mecha- 
nische Quadratur  muss  man  zwischen  zwei  wesentlich  verei^edeneD 
fmien  unterscheiden.  Wir  nehmen  an,  dass  die  folgende  Differen- 
tialgleichung zur  Integration  vorgelegt  sei: 


(1) 


dt  ■ 


Es  kann  dann  vorkommen  enäeeder,  dass  (p  eine  gegebene  und 
völlig  bekannte  Function  von  *  ist,  oder  dass  die  Function  (p  so- 
wohl von  t  wie  von  x  abhängt 

Im  ersteren  Falle  ist 


ii 
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Die  Formeln  im  vorigen  Paragraphen  lassen  sich  hier  direct 
anwenden.  Man  theilt  das  Intervall  zwischen  t^  und  ^  in  <  Theüe, 
80  dass 


berechnet  die  Werthe  von  <p{t)  flir  t=i^,  t^=tf,-{-<o,  t=t^-\-2(o,..., 
t  =  i+ta>  =  t^,  und  bildet  das  entsprechende  DifferenzBchema.  Wenn 
es  nöthig  ist,  berechnet  man  auch  einige  Werthe  der  Function  <p(t) 
für  solche  Werthe  von  t,  die  ausserhalb  des  Gebietes  t^  —  tg  liegen. 
Irgend  eine  von  den  Formeln  (5),  (6),  (7]  oder  (13)  im  vorigen  Para- 
graphen giebt  dann  ohne  weitere  Schvierigkeit  den  gesuchten 
Werth  des  Integrales, 

Wir  nehmen  beispielsweise  an,  dass  man  das  Integral 


'=/ 


di 


berechnen  will  Hier  ist  ^(i)^  —  und  man  muas  zuerst  einen 
bestimmten  Werth  für  a  wählen.  Je  kleiner  «u  gewählt  wird, 
um  so  genauer  lässt  sich  der  Werth  des  Integrales  berechnen. 
Es  ist  nicht  immer  zu  erwarten,  dass  man  die  (jenauigkeit  —  was 
fUr  einen  Werth  (o  auch  haben  mag  —  dadurch  beliebig  gross 
machen  kann,  dass  man  hinreichend  viele  Glieder  in  den  Integra- 
tionsformeln mitnimmt  Wir  wissen  schon,  dass  diese  Keihen  im 
Allgemeinen  divergent  sind  und  dass  die  Glieder  im  Allgemeinen 
nicht  gegen  Null  abnehmen,  sondern  hinreichend  weit  in  der  Reihe 
in  vielen  fallen  sogar  zu  wachsen  anfangen.  Wenn  man  aber  <o 
hinreichend  klein  macht,  so  kann  man  immer  —  wenn  es  sich  um 
analytische  Fonctionen  handelt  —  die  Genauigkeit  beliebig  weit 
treiben  und  zwar  ans  zwei  Grilnden,  theils  weil  die  Differenzen  mit 
abnehmendem  <o  kleiner  werden,  tbeils  weil  jedes  Glied  in  den  Inte- 
grationsformeln  to  als  Factor  enthält 

la    dem   vorliegenden    Fall    liegt    es   am   nächsten   w  =  1    zu 
wählen.     Da  aber  die  untere   Grenze  des   Integrales  nahe  einer 
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UneDdlichkeitsstelle  der  Fm)ctionqp(t)  liegt,  so  Verden  die  Differenzen 

sehr  groBS  and  es  empfiehlt  Bich  a  kleiner  zn  w&hlen. 

Die  folgende  Tabelle  enthält  die  Resoltate,  die  man  fUr  (» =  ^ 
erhält.  Es  ist  nidit  nothwendig  die  Differenzen  in  der  Mitte  des 
Schemas  auszuschreiben,  sondern  es  genügen  so  viele  Differenzen  im 
Än&ng  und  am  Ende,  wie  erforderlich  sind,  um  die  in  der  Formel 
vorkommenden  Differenzen  zn  erhalten. 

f         V  -  -j-  gi,'  y,"  90'"  910"  *iii' 

1.0        1.0000 

-0.»383 
1.5        0.8667  +0J6M 

-0.1661  -0.099» 

2.0        0.5000  +0.0S67  +0.0M6 

-0.1000  -0.0884  -CJ)47S 

2.5        0.*000  +0.0883  +0.0192 

-0.0667  -0.OU2 

3.0         0.3383  +0.0191 

-0.0476 
3.5         0.2B57 

4.0  0.2500 

4.5  0.2222 

5.0  0.2000 

5.5  0.1818 

6.0  0.166T 


-0.0088 
ai250  +0.0000 

-0.0074  -0.0000 

0.1176  +0.0009 

-0.0065  -0.0002 

01111  +0.0007 

-0.0056  -0.0002 

0.1053  +0.0006 

-0.00&8 
0.1000 
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Die  Tabelle  giebt 

r  =2.3227 

X^*  {a  +  sio-\o})-  ^'  {a  +  \a>)  =  +  0.3280 

V(a  +  *ü)-    ü,)  +  V(«+    «)=+ 0.1671 

k^^'ia  +  s(o-  Iw)  -  Ao«'(a  +  4ü>)  =  +  0.0997 

ij,"  (a  +  '  a>  —  2o)  +  A^"  [a  +  2(o)  =  +  0.0665 

Y  (a  +  «  w  -  Jft>)  _  A„'  (a  +  f  0,)  =  +  0.0473 

und  nach  (13)  g  4  bekommt   man  also,  wenn  man   die  I 
der  sechsten  nnd  höheren  Ordnungen  vernachlässigt, 


Der  wahre  Werth  ist  2.3026  und  der  Fehler  ist  also  7  Ein- 
heiten in  der  vierten  Decimalstelle.  Die  Nähe  der  Dnendlichkeits- 
stelle  der  Function  q){t)  macht  sich  noch  fühlbar.  Wäre  die  untere 
Frenze  weiter  von  Null  entfernt,  würde  man,  mit  demselben  Werth 
von  ü),  bedeutend  genaueren  Werth  fUr  das  Integral  erhalten  können. 

Bei  der  numeriBchen  Rechnung  empfiehlt  sich  den  CoefE- 
cienteu  der  dritten  Differenzen  in  der  Form 

19        _i i_ 

720  ^    36  720 

zu  schreiben.  Für  den  Goefficienten  der  vierten  und  fünften  Diffe- 
renzen kann  eine  Shnhcbe  Umformung  von  Nutzen  sein,  indem 
Dämlich 

8      ^jl l_ 

160    ~    40  160 

863      _  ^ 1^ 

60480  ~    70  60480 

ist 

In  demjenigen  Specialfall  der  Gleichung  (1),  den  wir  jetzt  be- 
handelt haben  —  dass  nBmhch  qs  nur  eine  Function  von  t  ist  — , 
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sind  die  Schwierigkeiten  bei  der  Berechnung  der  Integrale  von  nur 
technischer  Natur.  Liegt  die  Aufgabe  vor,  eine  zusammengehörige 
Reihe  von  Integralen  zu  berechnen,  so  sind  gewisse  systematische 
Anordnongen  der  Berechnung  von  Nutzen.  Uan  findet  diese 
Seite  des  Problems  in  den  gnmdlegenden  Arbeiten  von  Bnokg  in 
dem  „Berliner  astronomischen  Jahrbuch"  (Üi  1837  und  1862  aus- 
führlich aoseinandergesetzt  Diese  Bechnungsvorschriften,  die  man 
jetzt  in  den  meisten  Lehrbüchern  wiederfindet,  sind  besonders  für 
die  numerische  Berechnung  der  speciellen  St&mngen  der  Planeten 
ausgearbeitet 

Ist  die  rechte  Seite  von  (1)  nicht  nur  von  t,  sondern  auch  von 
X  abhängig,  gestaltet  sich  die  numerische  Berechnung  des  Integrales 
bedeutend  schwieriger.  Die  numerischen  Werthe  der  Function  tf{z,  (), 
fOr  eine  Beihe  von  Werthen  von  t,  lassen  sich  dann  nicht  direct 
berechnen  und  die  Berechnung  des  Integrales  kann  nur  geschehen, 
indem  man  schrittweise  nm  ein  Intervall  a  vorwärts  geht 

Wir  nehmen  zuerst  an,  dass  die  Werthe  filr  <jp  und  j:  für  eine 
Reihe  von  f-Werthen  bekannt  sind.  Wir  nehmen  an,  dass  diese 
Werthe  für  t  =  t^,  t=t^  —  ti},  t=tg  —  2ea,  ...  bekannt  sind  und 
wir  wollen  den  Werth  von  x  filr  *  =  C^  +  m  erhalten. 

Aus  den  gegebenen  Werthen  von  qo  können  wir  nun  die  Diffe- 
renzen 

Vo'  Co  ~  \'^)'      Vo"  ('*"'*')>      9'o"  {'  ~  1  <")  I  •  ■  ■ 

erhalten,  und  setzen  wir  diese  Werthe  in  (B)  ein,  so  erhalten  wir 
das  Integral 


und  also  auch  den  Werth  von  x  für  t=  t^  +  <o.  Uit  Hilfe  dieses 
Werthes  berechnet  man  den  Werth  von  tp  für  i  =  /^  +  w ,  woraus 
eine  nene  Beihe  von  Differenzen  erhalten  wird.  Aus  (B)  folgt 
dann  der  Werth  von  x  filr  ( =  (^  +  2  w,  und  die  Eechnung  kann 
beliebig  weit  fortgesetzt  werden. 

Wir  haben  hier  vorausgesetzt,  dass  eine  Reihe  von  qc>-Werten 
schon  vorliegt     Es  ist  auch  notbwendig  zu  zeigen,  wie  man  die 
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Bechnung  anlegen  soll,  wenn  nur  der  Werth  fUr  t  =  t^  bekannt  ist, 
wenn  man  also  die  Rechnong  „anfangen"  soll. 

Wir  bezeichnen  den  Werth  von  x  &ii  t=t^  +  i(o  mit  x^,  nnd 
den  entsprechenden  Werth  von  f>  mit  qo^.  Beim  Anfang  der  Bech- 
nung ist  nur  x^  und  tp^^  bekannt 

Der  Zuwachs  von  x,  indem  t  von  t^  bis  ^  +  <»  wächst,  wird 
aus  der  Formel  (A]  erbalten,  die  hier  lautet: 

h 

+  i  Vo   {io  +  i«^)  - 

--] 

In  dieser  ist  aber  nur  das  erste  Ghed  rechter  Seite  bekannt. 
Wenn  aber  w  verkleinert  wird,  so  weiss  man,  dass  das  zweite 
Glied  in  der  Parenthese  auch  verkleinert  wird,  wogegen  das  erste 
Glied  —  ^{tg)  —  unverändert  bleibt  Wir  können  deswegen  fUr 
kleine  m  in  der  ersten  Annäherung 

(3)  at,  =  V"  =  ^o+'W9'o 

setzen.  Mit  diesem  Werth  von  x^  berechnet  man  einen  genäherten 
Werth  für  ip  [x^,  t  ■\- to),  den  wir  9),'"  nennen  wollen.  Der  Unter- 
schied zwischen  y,'"  und  qp,  giebt  uns  einen  genäherten  Werth  für 
T'oH'b  +  i*")'  welcher  in  (2)  eingesetzt  einen  verbesserten  Werth  fUr 
ar,  giebt  Mit  diesem  Werth  für  x,  wird  ein  verbesserter  Werth 
ftlr  (p^  [t^  +  t  'w)  berechnet  und  gleichzeitig  ein  genäherter  Werth 
flir  Xj ,  aus  dem  ein  Werth  ftlr  9;^"  {t^  +  oj)  hervot^eht  Die  Rech- 
nung wird  wieder  vom  Neuen  angefangen  und  so  lange  fortgesetzt, 
bis  hinreichend  genaue  Ausgangswertbe  fUx  x  und  <p  erhalten 
worden  sind. 

Das  Rechnungs verfahren,  das  ich  oben  sldzzirt  habe,  und  das 
in    der    Praxis    oft    recht    mühsam    ausfallen    kann ,    ist    in    der 
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H&aptsache  mit  einer  Entwickelifog  von  x  nach  den  Potenzen  von  «>, 
d.  h.  nach  den  Potenzen  von  t—t^,  identisch.  In  denjenigen 
Fällen,  in  denen  es  nicht  allzn  unbequem  ist,  die  Differential- 
qnotienten  von  <p  analytisch  darzustellen  und  numerisch  zu  be- 
rechnen, wird  es  geeignet  sein,  die  Berechnung  der  Ajifangsverthe 
fOr  X  durch  eine  directe  analytische  Entwickelung  nach  den  Potenzen 
von  <a  auszufahren.     Es  ist 


(4) 


j'fpdt=<o<p  +  -^<p'  +  ~<p''  +  ~-if.'" 


wo  zu  bemerken  ist,  dass  die  Werthe  ftlr  die  Function  <f  und  ihre 
Ableitungen  fUr  t=tg  zu  berechnen  sind,  und  dass  sämmtUche  diese 
Functionen  von  t  wie  von  x  abhängen.    Es  ist  also 


Als  einfaches  Beispiel  nehmen  wir  an,  dass  die  folgende  Diffe- 
rentitdgleichnng  voi^legt  wäre: 


mit  der  Bedingung,  dass  x  =\  ist  für  <  = 
Es  ist  also 


(5) 


Werden  die  Anfangswerthe  mittelst  einer  Potenzreihe  berechnet, 
so  gestaltet  sich  die  Bechnung  hier  sehr  einfach,  indem  diese 
nämlich  lautet: 


18     ^    13     ^  •  •• 
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Setzen  wir  m  =  0.1  und  berechnen  aua  der  Potenzreihe  die 
WerUie  TOn  x  fUr  t=<o,  2w  und  Sm,  bo  können  die  ührigen  Werthe 
mittelst  (B)  berechnet  werden.     Wir  erhalten 


1.0000 

+  0.1052 

1.1058 

+0.1182 

+0.0110 

+0.0012 

1.2214 

+  0.1284 

+0.0122 

+  0.0014 

+0,0002 

1^98 

+  0.1420 

+0.0186 

+0.0013 

-0.0001 

1.4918 

+0.1669 

+0.0149 

+o.ooie 

+0.0003 

1.6487 

+  0.1734 

+0.0165 

+0.0017 

+0.0001 

1.S221 

+  0.1916 

+0.0182 

+0.0020 

+0.0003 

2.0137 

+  0.2118 

+  0.0202 

+0.0021 

+0.0001 

2.2255 

+0.2341 

+0.0223 

+0.0028 

+0.0002 

2.4596 

+0.2587 

+  0.0246 

2.7183 

Die  Berechnnug  der  x-Werthe  geschieht  viel  schneller  und  an- 
genehmer mittelst  mechanischer  Quadratur  als  mit  Hilfe  der  Potenz- 
reihe.  Die  letzte  Zahl  giebt  den  Werth  von  «  —  der  Basis  der 
naturlichen  Logarithmen  —  genau  bis  auf  die  vierte  Decimalstelle. 

Wollte  man  in  diesem  Falle  auch  die  ÄnfangswerÜie  mittelst 
mechanischer  Quadratur  berechnen,  würde  sich  die  Becbniing 
folgendermaassen  gestalten. 

Wir  setzen 


-/""■ 


Die  Werthe,   die   man  für  ^W   in  der  ersten,   zweiten  u,  s.  w. 
Annäherung  erhält,  bezeichnen  wir  mit  Jj'",  Jj'"  u.  e.  w. 
Nach  (8)  erhalten  wir  in  der  ersUn  Annäherung 

Jjin^w  1^  =  0.1, 

woraus  fUr  x  das  genäherte  Differenzachema 
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1.0000 

+0.1000 
1.1000 

entsteht.    Mittelst  (A)  berechnen  wir  hieraue  einen  Werth  fUr  J"' 
in  der  zweiten  Annäherang 

4'"  =  0.1  [1.0000  +  0.0500]  =  +  0.1050 

ond  mittelst  (B]  einen  Werth  fllr  if*'  in  der  ersten  Annäherung 

Jj'»'=:+  0.1150. 

Wir  erhalten  hieraus  das  zweite  Differenzschema  fUr  x: 

1.0000 

+0.10SO 
1.1050  +0.0100 

+0.1150 

i.aaoo 

Wir  können  nun  die  dritte  Annäherung  fiir  J'"  vornehmen, 
welche  giebt  [nach  (A)] 

J,"»  =  + 0.1062. 

Die  zweite  Annäherung  fttr  J'*  giebt  nach  (A) 

Jj'» -+0.1163 

ond  die  erste  Annäherung  fUr  A"  ist  nach  (B) 

Jj'»  =  + 0.1282. 

Wir  erhalten  hieraus  das  dritte  Differenzschema: 

1.0000 

+  0.1052 
1.1052  +0.0111 

+0.1163  +0.O0OS 

1.2215  +0.0119 

+  0.1282 
1.3497 

Noch  eine  vierte  Annäherung  mnss  gemacht  werden,  die  aber 
nur  unbedeutende  Correctionen  der  eben  erhaltenen  Werthe  giebt 
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Dann  erhalten  wir  aber  die  endgültigen  An&ogawerthe,  mit  denen 
man  nach  (B)  in  derselben  Weise  wie  früher  fortsetzen  kann. 

Wenn  man  die  Formel  (B)  mit  der  Formel  (9)  des  vierten 
Paragraphen  vergleicht,  so  findet  man,  dasa  die  Coefficienten  der 
Differenzen  in  (9)  bedeutend  kleiner  sind  als  die  entsprechenden  , 
Coefficienten  m  (B),  woraus  folgt,  dass,  so  oft  eine  Wahl  möglich  üt, 
die  Formel  (9)  der  Formel  (B)  vorzuziehen  ist  Wenn  es  sich  um 
den  allgemeineren  Fall  handelt,  dass  in  den  Differentialquotienten 
sowohl  die  abhängigen  wie  die  unabhängigen  Vetilnderlicben  vor- 
kommen, also  wenn  in  der  DifTerentialgleichung 

dx 

die  rechte  Seite  von  t  und  x  abhängt,  so  kann  die  Formel  (9)  nicht 
direct  zur  Anwendung  kommen,  wogegen  mau  mittelst  (B)  mit  den 
Integrationen  schrittweise  vorwärts  schreiten  kann. 

In  indirecter  Weise  kann  aber  die  Integration  auch  mit  Hilfe 
von  (9)  allein  ausgeführt  werden.'  Wenn  nämlich  die  Functiwis- 
werthe  filr  '  =  <„,  t^—  at,  ^  —  2 tu  u.  s.  w.  gegeben  sind,  so  kann 
man  durch  Sxtrapolation  sich  einen  Functionswerth  für  t=tg  +  <a 
verschaffen  und  sich  dann  der  Formel  (9)  fUr  die  Integration  be- 
dienen. 

Eine  solche  Extrapolation  kann  beispiebweise  so  geschehen, 
dass  man  eine  Differenz  höherer  Ordnung  —  etwa  der  4*™  oder 
S"™  Ordnung  —  als  constant  betrachtet  und  dann  durch  eine  ein- 
fache Addition  den  Functionswerth  für  t  =  t^  +  co  und  die  ent- 
sprechenden Differenzen  höherer  Ordnung  ableitet. 

Der  eztrapolirte  Functionswerth  stimmt  nicht  immer  mit  dem 
durch  die  Integration  erhaltenen  Werth  für  die  gesuchte  Function 
überein.  Es  vrird  dann  nothwendig  sein,  eine  neue  Eechnong  aus- 
zuführen, unter  Anwendung  des  durch  die  Integration  erhaltenen 
F  unctions  wertbes . 


'  G.  H.  Dabwim,  der  die  mechanische  Qnodrutut  in  groBser  Ansdehonng 
benutzt  hat,  bedient  sich  immer  der  Formel  (9). 
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Ist  das  Interrall  a  zu  gross  gewählt,  so  lässt  sich  mittelst  (B) 
der  Werth  des  Integralea  nicht  mit  him*eicheiider  Genauigkeit  be- 
rectmeo.  E^  ist  damL  im  Allgemeinen  DOthwendig,  die  Rechnung 
mit  kleinerem  (u-Werthe  durchznfilliren.  Wird  das  Intervall  (o  gegen 
mm  TertauBcht,  so  werden  die  Differenzen  n'"  Ordnung  am  m"  ver- 
gröBsert  bez.  verkleinert,  je  nachdem  in  grösser  oder  kleiner  als  die 
Einheit  ist '  Wenn  man  beispielsweise  das  Interrsll  halbirt,  werden 
die  Differenzen  1*"  Ordnung  halbirt,  diejenigen  der  2*™  Ordnung 
viermal  verkleinert,  der  8*"  Ordnung  achtmal  verkleinert  u.  b.  w. 
Eine  Halbirung  des  Intervalles  bat  also  eben  bedeutenden  Einflnss 
auf  die  Oonvei^euz  der  Integrationsformeln. 

Die  Wahl  von  w  hängt  von  der  bei  der  Integration  beabsich- 
tigten Genauigkeit  des  BeBultates  ab.  Je  kleiner  m  ist,  desto 
grösser  ist  die  Genauigkeit,  die  bei  der  Rechnung  erreicht  werden 
kann.  Es  kann  auch  vorkommen,  dass  die  Formel  (B)  die  ge- 
vrünschte  Genauigkeit  nicht  giebt,  dass  dagegen  eine  solche  mitteht 
(9)  erreicht  werden  kann.  In  diesem  Falle  mUssen  bei  jeder  Inte- 
gration zwei  Annäherungen  gemacht  werden,  indem  man  einmal  die 
Formel  (B)  benutzt  und  sich  hierdurch  einen  genäherten  Werth  des 
FunctionswertheB  verschafft,  und  dann  mittelst  (9)  eine  zweite  Inte- 
gration ausführt  Man  kann  in  solchem  Falle  vielleicht  mit  gleichem 
Vortheil  bei  beiden  Annäherungen  sich  der  Formel  (9)  in  oben  be- 
schriebener Weise  bedienen. 

Bei  der  numerischen  Bechuung  muss  man  darauf  achten, 
nicht  allzu  viele  Glieder  in  der  Integrationsformel  mitzunehmen. 
Diese  Formel  ist  fast  immer  divergent,  und  es  ist  also  kein  un- 
bedingter Vorteil,  sehr  viele  Glieder  in  der  Formel  zu  benutzen. 
In  der  Praxis  bin  ich  dem  Prinzip  gefolgt,  die  Reihe  mit  dem 
kleinsten  Ghed  abzubrechen  (das  kleinste  Ghed  wird  nicht  mit- 
genommen), und  den  Fehler  ungefähr  gleich  dem  doppelten  Betrag 
des  kleinsten  Gliedes  geschätzt  Es  ist  zwar,  wie  oben  bemerkt 
worden  ist,  nicht  bewiesen,  dass  dem  wirklich  auch  so  ist,  aber  das 


'  Vgl.  Km:  The  Theory  and  Pntctice  of  iDteipolatioD,  wo  man  Ober 
venchiedene  Fragen,  die  mit  dem  hier  behandelten  Thema  soMunmenhSngen, 
inlereaaante  AnAchliisee  findet 
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wahre  Itesnltat  wird  nicht  weit  hiervon  abweichen,  wenn  a  so  klein 
gewählt  worden  ist,  dass  die  Differenzen  inneriialb  des  Intervalles 
nicht  das  Zeichen  wechseln. 

Wenn  es  sich  tun  die  Berechnung  eines  BoppelintegraUt  handelt, 
kann  man  entweder  das  obige  Integrationsverfahren  zweimal  benutzen, 
oder  die  zweifache  Integration  direct  ausfuhren,  wofUr  man  mit 
(A),  (B)  und  (C)  analoge  Integrationsformeln  aufstellen  kann.  In- 
dessen ist  die  letztere  Methode  im  Allgemeinen  nicht  zu  empfehlen, 
wenn  im  Ausdrucke  für  das  zweite  Differential  sowohl  die  unab- 
l^ngige  Veränderliche,  wie  die  abhängige  Veränderliche  und  deren 
erster  Differentialquotient  vorkommt,  also  wenn  die  Differential- 
gleichung die  Form 

hat     Man  ftibrt  dann  besser  eine  neue  Veränderhche 


ein  und  schreibt  die  Oleichnng  in  der  Form 

4f  =  '?('*  ^-y)' 


welche  Gleichui^en  mittelst  der  Formeln  (A),  (B)  und  (C)  integrirt 
werden  können. 

Die  canonischen  Differentialgleichungen  in  der  Mechanik  haben 
alle  diese  Form,  und  um  die  Frage  von  der  Integration  solcher 
Gleichungen  mittelst  mechanischer  Quadratur  zu  beleuchten,  werde 
ich  hier  die  Integration  der  canonischen  Differentialgleichungen  mit 
zwei  Freiheitsgraden  an  einem  bestimmten  nnmerischen  Beispiele 
ausfuhrlich  auseinandersetzen. 

Es  handelt  sich  nm  die  Bewegung  eines  Körpers  mit  ver- 
schwindender Masse,  der  von  zwei  Körpern  m^  und  ir,,  die  sich  in 
einem  Kreise  um  den  gemeinssjnen  Schwerpunkt  bewegen,  attrahirt 
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wird.  Die  rechtwinkligen  GoordinateD  q^  und  q^  sind  auf  den 
Schwerpunkt  bezogen,  and  die  z-Achse  dreht  sich  mit  gleichförmiger 
Geschwindigkeit,  so  dass  sie  stete  gegen  die  Hasse  m^  gerichtet  ist 
Die  G^chwindigkeit  —  n  —  der  Achsendrehung  hat  somit  den  WerUi 

wemi  wir  die  Masse  des  grossen  Körpers  —  »i,  —  mit  Eins  be- 
zeichnen und  die  Masse  von  %  mit  ^ 

Die  Difierentialgleichangen  der  Bewegong  sind  nach  §  8  des 
ersten  Abschnittes 


^=A+»?., 

*= 

«p,-A-B, 

4?-..-».,, 

%- 

•  p,-C-S, 

■-ij(^'-Tfj} 


r{„ 


und  ^j  und  q^  die  Abstände  des  massenlosen  Körpers  von  m,  and 
m,  bezeichnen. 

Die  GMeichungen  (8)  besitzen  das  Integral 

(»)  (4^)'+ (4?)'- 2«-''. 

wo 

(in  2fi=(,,'  +  -i+^((,.-+i) 

ist 

Die  An&ngslage  und  die  Constante  C  wurden  so  gewählt,  dass 
sie  einer  der  von  Dabwin  in  seiner  Arbeit  „On  periodic  orbits" 
berechneten  periodischen  Lösungen  der  DifFerentialgleichungen  [8] 
entsprachen.  Für  p,  ist  derselbe  Werth  wie  in  der  betreffenden 
Arbeit  DABwnfs,  nämlich 

^  =  0.1 , 

CHAmii^,  ttcehanlk  4m  HliBiwta.  D.  6 
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angenommen,  und  fttr  C  der  Werth 

C  =  3.950. 

Die  Werthe  der  Coordinaten  und  der  Geschwindigkeiten  f&r 
t  =  0  sind 

y,"  =-  0.97409,       y,"  =  0.00000, 

?.'"=      0,  ?,"•=  1.462, 

welcher  letztere  Werth  aus  dem  angenommenen  Werth  fllr  C  er- 
halten worden  ist.    Die  Differentialgleichungen  geben  hieraus 

V=      0,  p,o 2.484, 

;>,'«'= +  21.94,  p,'"-      0. 

Für  das  Literrall  ta  wurde  der  Werth 

m  =  O.Ol 
gewählt 

Die  Berechnung  der  Werthe  von  y^  und  p^  för  i=0,00,  0.01, 
0.02,  0,08  wird  hier  übergangen.  Sie  geschab  in  filiher  be- 
schriebener Weise  mittelst  mechanischer  Quadratur,  könnte  aber  in 
diesem  Falle  leichter  durch  Entwickelung  nach  Potenzen  von  t  er- 
mittelt werden.  In  der  folgenden  Tafel  I  sind  also  die  Werthe 
'Ott  ?i'.  9»i  Pi>  Pt  ^  '  =  0.00,  O.Ol,  0.02  und  0.03,  und  die 
entsprechenden  Differenzen  als  gegeben  anzusehen. 

Die  Bechuung  geschieht  auf  drei  verschiedenen  Zetteln,  welche 
wir  als  Blatt  I,  II  und  IQ  bezeichnen  wollen.  In  Blatt  I  werden 
die  jedesm^  erhaltenen  Werthe  von  y,',  y,',  p,',  p^  eingetragen. 
Auf  Blatt  n  wird  die  Berechnung  dieser  Werthe  aus  der  Formel  (8) 
ansgefKhrt  und  endlich  werden  aof  HI  die  Integrationen  vollzogen. 

Das  Intervall  (^'  =  0.01}  ist  etwas  zu  gross  gewählt,  so  daes 
die  Formel  (B)  nicht  hinreichend  genaue  Werthe  für  die  Integrale 
giebt,  wie  man  aus  der  G-rösae  der  vernachlässigten  Differenzen 
findet  Die  üngenauigkeit  ist  aber  nicht  so  gross,  dass  eine  Ver- 
kleinerung des  Intervalles  nothwendig  ist,  sondern  ich  habe  votge- 
zogen,   die  ßechnimgen  für  jedes  Intervall  zweimal  auezaf&hren, 
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indem  das  erste  Mal  die  Integrationsformel  (B),  das  zweite  Hai  die 
Formel  (9)  benutzt  wurde. 

Der  Gang  der  Bechnung  ist  somit  der  folgende,  nacbd^n  sie 
bis  f  =  ^  fortgeBchritten  ist. 

Zuerst  werden  aaf  Blatt  HI  unter  Änwendnug  der  Formel  (B) 
die  Werthe  von  f^,  q^,  p^  ond p,  ^  t=t^-\-(i>  berechnet  Mittelst 
dieser  Werthe  werden  auf  Blatt  II  die  entsprechenden  Werthe 
der  Ableitungen  y,',  j,',  p,',  p^  erhalten.  Diese  Grössen,  die  nur 
als  Annäherungen  zu  betrachten  sind,  werden  mit  Bleistift  in  die 
Tabelle  I  eingetragen.  Man  kehrt  dann  zom  Blatte  m  zurflck 
und  föhrt  die  Integration  zwischen  t^  und  ^  +  <»  mittelst  (9)  aus. 
Die  80  erhaltenen  Coordinatenwerthe  geben  auf  Blatt  II  die  defini- 
tiven Werthe  der  Ableitungen,  welche  dann  in  das  Blatt  I  einge- 
tragen werden. 

Die  Bechnung,  die  durchgehend  Tieretellig  gef&hrt  wurde,  hat 
folgendes  Aussehen. 

(Siehe  T*bellen  tnf  Seite  68—65). 

Die  zwei&che  AnsfOhrung  der  Integration  und  die  entsprechende 
zweifache  Berechnui^  der  Ableitungen  aaf  Blatt  n  ist  natürlich 
ein  üebelstand,  der  vermieden  werden  könnte,  wenn  man  das 
Intervall  verkleinerte,  z.  B.  halbirte.  Man  wttrde  aber  hierdurch 
nicht  an  Zeit  gewinnen,  sondern  umgekehrt,  da  die  Berechnung  der 
Ableitungen  —  der  mühsamste  Theil  der  Arbeit  —  hei  der  zweiten 
Bechnung  verhältnissmässig  bequem  ist.  Erstens  kann  man  die 
Bechenarbeit  hier  dadurch  sehr  erleichtem,  dass  man  bei  der  ersten 
Bechnung  die  Tabellendifferenzen  bei  allen  Logarithmen  einträgt,  wie 
es  in  der  folgenden  Rechnung  in  der  kleinen  Columne  jedes  Inter- 
valles  geschehen  ist  Hierdurch  erspart  man  bei  der  zweiten  Rech- 
nung alle  Nachscfalagnngen  von  Logarithmen.  Zweitens  sind  gewöhn- 
lich die  bei  der  ersten  Annähenmg  erhaltenen  Werthe  so  genau, 
dass  man  nur  einen  Theil  der  zweiten  Rechnung  auszufahren 
braucht  In  der  obigen  Rechnung  sind  für  t  >  0.12  nur  un- 
bedeutende Correctionsrechnungen  bei  der  zweiten  Annähenmg  er- 
forderlich. 
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t 

0.04 

0.06 

ii 

-0.959580 

-0.959562 

-0.962616 

-0.952689 

--f^ 

-1.0504B9 

-1*50461 

-1.043526 

-1.043498 

'■  +  rT^ 

-0.060*89 

-0.050461 

-0.043525 

-0.048498 

9> 

-0.0B899 

-0.064010 

-0.064992 

-0.064976 

'■*('■ -rf^) 

0.0214. 

41 

0.0214. 

0.0185. 

42 

0.0186. 

-'hrh) 

8.7032. 

9 

8.7080. 

8.6887. 

10 

8.6384. 

los«. 

8.7323, 

8 

8.7825. 

8.8128. 

7 

8.8127. 

log,,' 

0.0428 

0.0428 

0.0370 

0.0870 

7.4646 

7.46B0 

7.6S66 

7.6264 

9,* 

1.1036 
0.003915 

2 
6 

1.1036 
0.002917 

+  1.0890 
+0.004228 

2 
10 

+  1.0890 
+0.004321 

ft* 

1.1066 

1.1065 

+  1.0982 

+  1.0932 

l«gft- 

0.0439 

8» 

0.0439 

0.0887 

40 

0.0887 

1-8«. 

0.0819., 

0.0220 

0.0194 

0.0194 

7.4064 

7.4060 

7.2774 

7.a768 

0.002549 

6 

0.002547 

0.001894 

6 

0.001891 

?•' 

0.002915 

0.002917 

4223 

4221 

ft' 

0.006464 

0.005464 

+0.006117 

+0.0061  IS 

logft« 

7.7375 

8 

7.7875 

7.7866 

8 

7.7862 

lo«ft 

8.868T., 

8.8688 

8.8933 

8.8931 

9t 

-0.05899 

-0.054010 

-0.064992 

-0.064976 

•"9. 

-0.00263 

-0.00268 

3172 

3171 

«9t 

-0.05662 

-0.05664 

-0.068164 

-0.068147 

Pi 

+0.70S1 

+0.7085 

+0.8036 

+0.8089 

9i' 

+0.6621 

+0.6619 

+0.7354 

+0.7347 
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o.oa 

0.01 

-0.9M»e3 

-0.944942 

-0.936810 

-0.936868 

-1.0S!>B12 

-1.03BBB1 

- 1.037779 

-1.027777 

-&03&S72 

-0.035661 

-0.027779 

-0.027177 

-0.0747« 

-0.074188 

-0.083376 

-0.083B6« 

0.0153. 

42 

0.0163. 

0.01 18. 

48 

0.0118. 

8.5He, 

12 

B.&M6. 

8.4437. 

16 

8.4437, 

8.87S6. 

6 

8.8736. 

8.9211. 

6 

8.9210. 

0.0306 

0.0306 

0.0236 

0.0286 

7.7472 

7.7470 

7.8482 

7.8420 

+  1.0730 

2 

+  1.0730 

1.0568 

3 

1.0668 

+0.00B588 

13 

+0.006686 

0.006998 

16 

0.006960 

+  1.07B6 

+  1.0786 

1.0628 

1.0628 

0.0328 

40 

0.0828 

0.0264 

41 

0.0264 

0.01U 

0.0164 

0.0132 

0.0132 

7.1096 

7.1092 

6.881* 

6.8874 

0.001 2B7 

3 

0.001286 

0.000172 

1.8 

O.00071B 

5t>88 

13 

5688 

6953 

0.006950 

+0.006BT5 

+0.006871 

0.007725 

0.001122 

7^73 

6 

7.8871 

7.8879 

6 

7.8811 

8.91B6 

8.9185 

8.9440 

B.9438 

-0.OM749 

-0.074738 

-0.083316 

-0.083869 

-        3647 

-        8647 

-        400» 

4009 

-0J)7839« 

-0.078886 

-0.087386 

-0.087368 

+0.8692 

+  0.6678 

+  0.9099 

+  0.9O98 

+0.7908 

+0.7894 

+0.S22S 

+  0.821» 
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f 

0.04 

0.05 

-«. 

+  0.969680 

+  0.959552 

+  0.962616 

+  0.B52589 

-»ft 

+  0.04683 

+  0.04682 

+  0.04649 

4«48 

~nqt 

+   1.00641 

+  1.00637 

+  0.99911 

0.99007 

ft 

-   2.1647 

-  2.1630 

-  2.0361 

-   2.0349 

Si' 

-    1.1583 

-   1.166« 

-    1.0370 

-   1.0358 

"«(«■-rf^) 

0.0214. 

0.0214. 

0.0185. 

0.0185, 

logft* 

0.0658 

0.0659 

0.0681 

0.0581 

logA 

9.9566, 

9.9556. 

9.9604. 

9.9604, 

■^"('■^n^) 

7.7032. 

7.7030. 

7.6887. 

1.3384. 

logft' 

6.6068 

«.6068 

6.6799 

6.6793 

logB 

1.0969. 

1.0967. 

0.9588. 

0.9591. 

Pi 

-  2.1647 

-   2.1630 

-   2.0361 

-   2.0349 

'Pi 

-  0.1057 

-   0.1057 

-   0.0994 

994 

npt 

-   2.2704 

-   2.2687 

-  2.1366 

-   2.1843 

-A 

+  0.9028 

20 

+  0.9026 

+  0.9128 

21 

+  0.9128 

np,-A 

-   1.3676 

-   1.8661 

-   1.2227 

-   1.2215 

-B 

+12.497 

3 

+  12.491 

+   9.095 

21 

+   0.101 

Pi' 

+  11.129 

+  11.125 

+  7.872 

+   7.B80 

log  9, 

8.1328, 

8.7325. 

8.8128. 

8.8127. 

logft' 

0.0658 

0.0859 

0.0681 

0.0581 

logC 

8.6666. 

B.ee66. 

8.7647. 

8.7546. 

log/»9f 

7.7823. 

7.7826. 

7.8128. 

7.8127. 

logft* 

6.6063 
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d                   ö  ö  ä 
1    +    1    +    1    +  + 

ö 

-0.01947 
+          58 
8 
0 
-0.01897 
+0.8988 
+0.8748 

+0.05220 
-      1825 
+       248 
+         69 
+  0.04212 
+  0.8678 
+0.9099 

-0.00848 
410 
+         130 
48 
-0.00871 
+  0.9486 
+  0.9869 

-0.01881 
-       102 
+         34 
22 
-0.01921 
+0.8988 
+0.8141 

^ 

+0.05817 

+      1826 

49 

+  0.06486 
+  0.8029 
+  0.8878 

s 

-0.003428 
+       410 
26 
+            6 
+0.00047 
+0.9481 
+0.9436 

ö 

-0.01881 
+         102 
1 
+           8 
-0.01184 
+  0.9107 
+0.8988 

■& 

+  0.07870 
-      1682 
+        171 
+       808 
+0.06621 
+  0.8029 
+  0.B692 

+  0.00477 
-        666 
+        188 
12 
+0.00082 
+0.9481 
+0.8438 

-0.01627 
-        148 
+         58 
18 
-0.01186 
+  0.9107 
+0.8988 

i. 

= 

+0.07872 
+      1686 
84 
28 
+0.09441 
+0.1085 
+0.8029 

i 

+  0.01608         +0.00476 
-         785         +         566 
+       187        -         86 
-51+1 
+  0.00969         +0.01007 
+0.9329          +0.9329 
+0.9426        I    +0.9480 

o 

-0.01627 
+        144 
-          10 
+            2 
-0.01491 
+0.9266 
+  0.9107 

s 

+  0.11126 
-      1828 
60 
+        269 
+  0.09506 
+  0.7085 
+  0.8036 

-0.01340 
-        208 
+          72 
21 
-0.01495 
+  0.9256 
+  0.9106 

i 

+0.1118 
+      182., 
+           1.. 

3., 
+0.1284 
+0.6781 
+0.7085 

^ 

+0.01607 
+       188 
88 
+           6 
+0.02360 
+0.9098 
+0.9329 

s 

-0.01340 
+        806 
14 
+            2 
-0.01146 
+  0.9871 
+0.9256 

+  0.1478 

-  176 

-  36 
+         30 
+  0.1298 
+0.5791 
+  0.7087 

+  0.08178 
-      1021 
+       253 
+            6 
+  0.02415 
+  0.9093 
+  0.9335 

-0.00988 
-        892 
+         98 
28 
-0.01160 
+0.9871 
+  0.9256 

< 
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?  5.    Numerisehe  Beiapieie. 


1 

+  +  +  1  +  I  1 

d 

1'       11 

+  +  1  1  +  1 

r 

d 

+0.06084 
+        272 
2 
+            8 
+  0.06857 
-1.2162 
-1.1616 

|is3i|8 

3    5  ^  !j 
+  1  1  +  +  1  1 

11" *  ig 
+  1  +  +  +  1 

|i'"|S2 

+  i  +  +  +  77 

i 

S  SS2  S  »  ^ 

1"  m 

+  +  +  1  +  1  1 

d 

+  +  !  1  +  1 

1 

d 

+  +  1  +  7  1 

+  +  1  +  +  °i  7 

1  1  +  +  +  1 

S 
r 

1       iSä 

+  1  +  +  +  1  [ 

^ 

S    d  ^  S 
+  1  +  1  +  1  1 

1 

V     is 

+  +  I  1  +  1 

« 

2 

i        isS 

+  +  l   +11 

d          Ö  0>  <M 

+  +  1  +  +  1  1 

+  r  I  +  +  1 

1 

d      1  ^  B 

+  1  +  1  +  1  1 

i 

i^-lii 

d       d  n  oi 
+  1  +  1  +  1  1 

^ 

5     d  n 
+  +  +  1  +  1 

^ 

2 

d 

1    §23 

+  +  1  +  +  1   1 

d       d  M  ^ 
+  +  1  1  +  1  1 

SSSgSg 
+  1  1  +  +  1 

§ 

i       l2S 

+  1  +  +  +  1  1 

£ 
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86  Meehame^  Quadratur. 

Das  Integral  (9)  liefert  eine  Cootrolle,  die  zwar  nicht  voll- 
ständig ist,  aber  doch  eine  erhöhte  Sicherheit  in  der  Rechnung  giebt 
Die  Wertbe  der  Constanten  C  —  die  gleich  3.950  sein  soll  —  fOr 
die  obigen  Intervalle  sind  aus  der  folgenden  Tabelle  ersichtlich. 


t 

0.04 

0.05 

0.06 

0.07 

0.08 

0.09 

0.10 

0.11 

0.12 

0.13 

0.14 

0.15 

log  9l 

9.8143 

9.8661 

9.8973 

9.9146 

9.9229 

9.9247 

9.9219 

9.9156 

9.9071 

9.8969 

9.8854 

9.8728 

IlJ«?!" 

9.6284 

8.7332 

9.7946 

9.8298 

9.S458 

9.8494 

9.84BS 

9.8312 

9.8142 

9.7938 

9.7708 

9.7456 

log«.' 

^.0632 

0.0152 

9.9628 

9.9074 

9.8492 

9.7898 

9.7290 

9.6666 

9.6062 

9.5361 

9.4664 

9.3929 

Iog9." 

10.1264 

0.0304 

9.9256 

9.8148 

9.6984 

9.5796 

8.4580 

9.3332 

9.2124 

9.0722 

8.9326 

8.7858 

9," 

0.4250 

0.540 

0.6231 

0.6755 

0.7012 

0.7069 

0-6979 

0.6779 

0.6519 

0.6220 

0.5899 

0.5567 

3.'* 

1.93B2 

1.078 

0.8425 

0.6528 

0.4993 

0.3798 

0.2871 

0.2154 

0.1631 

0.1181 

0.0857 

0.0611 

p' 

1.7632 

1.613 

1.4656 

1.3283 

1.2005 

1.0867 

0.9850 

0.8933 

0.8150 

0.7401 

0.6756 

0.6178 

logp, 

[>.0220 

0.0184 

0.0164 

0.0132 

0.0102 

0.0068 

0.0094 

0.0002 

9.9968 

9.9934 

9.9902 

9.9870 

a.2790 

0.2816 

0.2846 

0.2878 

0.2908 

0.2942 

0.2976 

0.8006 

0.3042 

0.3076 

0.3108 

0.3140 

B.8688 

8.6931 

8.8165 

8.9438 

8.9685 

6.B918 

8.0143 

9.0352 

9.0548 

9.0730 

9.0892 

9.1062 

-^ 

0.4322 

0.4079 

0.3825 

0.3572 

0.3325 

0.8092 

0.2867 

0.2658 

0.2462 

0.2280 

0.2118 

0.1948 

2^ 

1.901 

1.912 

1.926 

1.940 

1.953 

1.969 

1.984 

1.999 

2.015 

2.030 

2.045 

2.061 

2.706 

2.558 

2.412 

2.276 

2.150 

2.038 

1.934 

1.844 

1.763 

1.690 

1.628 

1.566 

i.ioe 

1.09S 

1.079 

1.063 

1.048 

1.032 

1.016 

1.001 

0.986 

0.970 

0.956 

0.942 

*»ft* 

).O01 

0.001 

0.001 

0.001 

0.001 

0.001 

0.001 

O.OOl 

0.001 

0.001 

0.001 

0.002 

2Si 

5.714 

5.561 

5.418 

5.280 

S.152 

5.040 

4.985 

4.845 

4.765 

4.691 

4.630 

4.571 

V' 

1.763 

1.613 

1.466 

1.328 

1.200 

1.087 

0.985 

0.893 

0.815 

0.740 

0.676 

0.618 

C 

3.961 

3.951 

3.9B2 

3.952 

3.952 

3.953 

3.950 

3.952 

3.950 

3.951 

3.954 

3.953 

Die  üebereinstiinmnng  ist  also  eine  befriedigende. 
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NEUNTER  ABSCHNITT 
PERIODISCHE  LÖSUNGEN 
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§  I.    strenge  LSeungen  des  Problem  der  drei  KSrper. 

Obgleich  es  bis  jetzt  nicht  geluDgen  ist,  die  Integrale  des 
Problems  der  Eöiper  in  ihrer  Allgemeinheit  keimen  zu  lernen, 
sind  indessen  seit  langer  Zeit  gewisse  Coofignrationen  der  drei 
KSrper  bekannt,  tax  welche  die  LösungeD  streng  erhalten  werden 
können.  Diese  LOsongen,  welche  Ton  IiA.a&AHaB  in  einer  seiner 
schönsten  Abhandlungen  gefunden  wurden,  scheinen  beim  ersten 
Blick  nur  von  oberflächlichem  Interesse  zu  sein.  ^  Verschiedene 
Untersuchungen  haben  indessen  gezeigt,  dass  sie  Ton  der  grössten 
Bedeutung  ftkr  das  allgemeine  Problem  sind,  und  dass  sie  waluv 
scheinlich  in  engem  Zusammenhang  mit  den  wesentlichen  Singula- 
ritäten det  Integrale  stehen.  Diese  IiA.onANOE'schen  Lösungen 
hQden  den  Ausgangspunkt  einer  Gattung  periodischer  Lösungen  des 
Problems  der  drei  Körper,  and  sie  können  selbst  als  die  einfachsten 
periodischen  Lösungen  dieses  Problems  betrachtet  werden.  Es  ist 
deswegen  angemessen,  diesen  Abschnitt  mit  diesen  strengen  Lösungen 
des  Problems  der  drei  Körper  einzuleiten. 

Bei  der  Ableitung  der  LAQBAHOE'schen  Lösongen  werde  ich  der 
Ton  Laplacb  in  seiner  „Bf^caoique  Cäeste"  Tome  IV  gegebenen 
Methode  folgen.  Sie  steht  zwar  der  LAOBANOE'schen  Methode 
nach,  insofern  sie  zum  Tbeil  auf  geometrischen  Betrachtangen  be- 
ruht Gerade  hierdnrch  giebt  sie  aber  einen  guten  Einblick  in  die 
mechanischen  Grandbedingongen  dieser  Lösungen,  und  wir  werden 
später  Gelegenheit  haben,  die  singnlären  Paukte  der  LAOKA^OE'schen 
Lösungen  in  analytischer  Weise  wiederzufinden. 

LafIiAoe  geht  von  der  Bemerkung  aus,  dass  man  unter  den 
folgenden  ^  Bedingungen   offenbar   zu   einer   strengen   and  einfadien 


'  Lagkuob  ugt  selbst  (Oeuvres  VI,  280):    „cette  recherche  o'eet  &  la 
▼iritj  qoe  de  pure  cnriositä." 
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90  Ftriodiache  Löntngen. 

Lösung  des  Problems  der  n  Körper  gelangec  würde.  AngeDommen, 
dass  die  n  Körper  im  Anfang  in  einer  Ebene  so  geordnet  seien, 
dass  die  Kesultante  der  auf  jede  Masse  wirkenden  Ki^fte  darcb 
den  gemeinsamen  Schwerpnnkt  —  Q  —  des  ganzen  STStemes  geht; 
wenn  weiter  diese  Resultante,  ihrer  Grösse  nach,  dem  Abstände 
von  Q  proportional  ist,  so  ist  klar,  dase  die  Uaasco  immer  in 
derselben  gegenseitigen  Lage  bleiben  werden,  wenn  man  dem  ganzen 
Sjstem  eine  RotatioD  am  G  giebt,  lon  solcher  Gtrösse,  dass  die 
dnrch  diese  Rotation  entstandene  Gentrifogalkraft  gleich  der  be- 
treffenden Resultante  werde. 

Ans  einer  geometrischen  Betrachtung,  die  weiter  unt«n  ans- 
einandergesetzt  wird,  findet  man,  dase  ein  ähnlicher  äleichgewichts- 
zastand  entsteht,  wenn  die  Anfongegeschwindigkeiten  der  Hassen 
eine  schiefe  Richtung  im  YerhältniBs  zu  den  VerbiDdongslinien  mit 
dem  Sdiwerptuikt  haben,  wenn  sie  nor  sämmtUch  denselben  Winkel 
mit  diesen  Iiinien  bilden,  und  der  Grösse  nach  dem  Abstand  von 
G  proportional  sind.  Die  Gonfiguration  der  Massen  bleibt  auch  in 
diesem  Falle  dieselbe,  nur  die  Dimensionen  werden  sich*  ändern. 

E^  fragt  sich,  welche  Anordnung  der  Massen  hierfür  erforder' 
lieh  ist. 

Wir  nehmen  an,  dass  es  sich  um  drei  Körper  mit  den  Massen  in, 
m',  m"  handelt  Ihre  rechtwinkligen  Coordinaten  in  Bezug  auf  ein 
durch  G  gelegtes  Coordinatensystem  seien  x,y\  x',^;  x",  y".  Ihre 
Abstände  von  Q  bezeichnen  wir  mit  r,  r'  and  r",  and  ihre  gegeo- 
seitigen  B^tfemnngen  mit  *,  t'  and  t",  so  dass 

s    =  Abstand  von  nt'  und  m", 

s"  =       „         „    wi      ,1  •»' 

ist 

,  Wir    nehmen    an,     dass    sich    die 

«^  2  Körper  mit  einer  Kraft  ^■(«}  anziehen, 

die    eine    Function    der    gegenseitigen 

Entfernung  t  ist     Die  Beschleunigungen  der  Massen   m,   m',   m" 

parallel  der  J-Achse  seien  Ä,  X'  mid  X",  dann  ist 
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§  1.     Strmge  Lösungtn  dea  Pniiiema  der  drei  Körjut. 


l'-=m   -?^(x  -r")+m'-?i^(y-y'), 


und  ähnliche  Änsdracke  erh&lt  man  für  die  Beschleimigimgeii  ¥,  T, 
Y"  parallel  der  T-Achae. 

Wean  die  ReBoltante  der  aof  m,  m'  und  m"  wirkeaden  Er&fte 
durch  den  AntangBpankt  der  Coordinateo  gehen  soll,  Bo  ist 

X  =K  X  ,         r  =K  y  , 

X'  =  K'z- ,       r  =  K'y  , 

X"=K"x",        T'=K"y". 
Die  Qr6Bse  der  Beaoltaaten  ist  bez. 

xyx*+y*,     K'y7*+y*     Ä'"V^'*+y"», 

und    venn    sie  den  Abständen    von   G  proportional    angenommeD 

werden,  so  mnss 

(2*)  £=K'=  K" 

sein. 

Die  Qleichnng  (1)  giebt 

(3)  0  —  m  »  +  m' «'  +  m"  x", 

die  übrigens  aus  der  Eigenschaft  des  Schwerpunktes  folgt 

Wenn  man  mittelst  (8)  z"  aus  der  ersten  Gleichung  (1)  eliminirt, 
so  erhält  man,  unter  BerllckBichtigniig  Ton  (2) 


«) 


-  Kx  ™  XI 


„.  rdf) 


|2  +  ,„  +  „-)Ä))  +rf>,(»Ü3_»g2). 


Ffir  die  ^-Coordinaten  erhält  man  die  ähnliche  Gleichong 
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Perioditche  Lösvngen. 


Ans  diesen  GleichoogeD  folgt,  dasa 

(6)  ■■.'-)■</, 

veun  nidit 

(6)  5Ö1_J^_0, 

also  auch 

(6<)  „•Ä+(™  +  ™-l^?l-0 

ist,  welche  Gleiclitmgeii  gleichzeitig  bestehen. 

Wir  wollen  zuerst  den  Fall  betrachten,  daes  die  BelatioD  (6) 
stattfindet    Sie  ist  befriedigt,  wenn 


woraus  nach  (4) 

[1)  -K={m^-m-^-m")^. 

Die  Übrigen  Gleichungen  (I)  geben  den  n&mlichen  Werth  für 
K  unter  VorausBetzung,  d&as 

(8)  .  =  .•  -  .-. 

Die  Verbindnngslinien  zwischen  den  drei  Itfassen  bilden  also 
ein  gleichseitiges  Dreieck. 

Die  Besfdileunignngen  der  drei  Massen  sind 

Kt,       Kr-,       Kr", 

wo  K  durch  (7)  gegeben  ist 

ZwiBchen   den   Seiten  t,    »',    t"   eines   Dreiecks  and  den    Ab- 
ständen r,  K,  r"  vom  Schwerpunkt  bestehen  die  Delationen 

{m  +  m' +  m")' r*   =—m'm"t'   +{m'  +m")(m"*''  +m's"^, 

(9)  {m  +  m'  +  m"]*r'*  =  —  m"m  t*  +(m"  +  m  )(m  t"'  +  m"s*  ), 
(Bi  +  fn'  +  m")*/'*  =  — m  m'»"*  +  (m   +m')(m' s'   +m  »'*), 

die  aus  den  Eigenschaften  des  Schwerpunktes  leicht  abgeleitet  werden. 
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Wenn 

,  =  ,'  =  /', 
Bo  ist  also 

(10)  ^^  OT+W-  +  OT"  ^ 

nnd  nach  (?)  wird  der  Ansdmck  fUr  die  BeBchleanigoDg  der  Masse  m 


tK==  —  y»i''  +  m'  m"  +  m"'<f 


In  dem  in  der  Natur  vorkonunenden  Fall  bat  man 


und  also 

(11)  tK. 


(m'*  +  tK'  m"  +  wi"")'* 


Die  Bewegasg  geht  also  so  vor  sich,  als  ob  jede  Masse  von 
dem  Schverpuikt  mit  einer  Kraft  angezogen  wOrde,  die  dem 
Quadrate  des  Abstandes  TOm  Schwerpunkte  omgekehrt  proportional 
wäre.  Jede  Masse  beschreibt  also  einen  Kegelschnitt,  dessen 
Brennpunkt  im  Schwerpunkte  liegt  Die  Abstände  zwischen  den 
drei  Massen  bilden  immer  ein  gleichseitiges  Dreieck,  und  wenn  die 
Kegelschnitte  Parabeln  oder  HTperbeln  sind,  so  kOnnen  die  Abstände 
ins  unendliche  wachsen. 

Diese  ist  die  erste  der  von  Laobaiigb  gefundenen  strengen 
Lösungen  des  Problems  der  drei  Körper. 

Wenn  nicht  s  =  »'  =  t",  so  ist  nach  (5) 

x:x-  =  t/:t/', 

so  dasB  m  und  m'  auf  einer  durch  den  Schwerpunkt  gehenden 
Geraden  liegen.  Sie  drei  Meuten  Hegen  dann  ca^  einer  geraden  Linie. 
Ihre  Lagen  können  aber  nicht  beliebig  auf  dieser  Linie  ge- 
wählt  werden.  Wenn  der  Abstand  zwischen  zwei  der  Massen  be- 
stimmt ist,  dann  kann  die  Lage  der  dritten  Masse  nidit  willkUrhch 
gewählt  werden. 
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Pmoäisdte  I^»u»g«n. 


Wir  nefameD  an,  dasB  die  EOrper  in  der  Beihesfolge  m,  m',  m" 
auf  der  geraden  Linie  liegen.    Setzen  wir 


so  ist  V  nothwendigerweise  eine  positiTe  Zahl,  wogegen  (t,  positiv 
oder  negativ  iei    Wir  erhalten  weiter 

'  ={v~fL)r, 
»■  =(\  ->rv)r, 
/'  =  (l+/*)r. 

Werden  diese  Werthe  in  (1)  eingesetzt,  «o  bekommt  man 


(12) 


m   ^(l  +  ,)  +  m'^ 


Die  Belation  (3)  laatet 


(13) 
Ist 

80  liat  man 

(») 


m  —  m  (t  —  m   »  =  0. 

JS:  =  _m'(l  +^)-,— i_ffl"(l  +»)-,—i, 
- /iJT  =  —»"(»' —p)"r"-' +  m  (1 +ju)"r"-S 
-  vK=       m  (1  +  *)"r"-i  +  m'  (*  —  ;u)-t--i. 


Wird  die  erste  dieser  Gleichongen  mit  (/i  +  v)  multiplicirt,  nnd 
addirt  man  die  Gleichnngen,  erhält  man,  nachdem  dnrch  r"-' 
dividirt  worden  ist,  nnter  Berflcksichtignng  von  (13) 

(15)  0  =  (m'  -  m")[-  ..(1  +  /,)-  +  ^(1  +  ,.)-  +  {v-  rt-]. 
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Es  ist  also  eotwedo- 

(16)  Bi'-«"  =  0, 
oder 

(17)  0  =  -  .(1  +  ^)-  +  ^{1  +  vY  +  (i.  -  nY, 

von  welchen  Gleichungen  indessen  onr  (17)  eine  unabhängige 
LGBung  giebt 

W^  setzen  mit  Lapiulcqg 

I+.  =  (H-,.)(1+^, 
und  null  (IS) 

ij.«        <•+'•'  + «"         1  I  ,    .(i»-n»'-K»")(n-«) 
'+''°»-  +  »-(i+»)'      '  +  '-     »•  +  ™»(i+5"- 

Wird  ausserdem  angenommen,  dass  die  Anziehung  der  Uassen 
nach  dem  Gesetz  von  Newton  geschieht,  so  dass  n  =  —  2  ist,  so 
bekommt  man  für  z  die  folgende  Gleicbung 

(18)  Q  =  -mz*{{\+zf-y\-^m-{\+tf{l~z')  +  m"\{i+zf-z%    , 

eiae  Grlaichung  fünften  Grades,  die  wenigstens  eine  reelle  und 
poeitive  Wonwl  beutzf  Dieser  Wurzel  entspricht  immer  ein 
pontiTer  Werth  von  v,  da  lüünlich 


™'  +  7n"(I+«) 

ist,  wogegen  fi  negativ  aus&JIen  kann,  weil 

ist,  md  also  ein  negatiTer  Wertb  fOr  (t  einem  positiTen  Werth  fUr 
z  entsprechen  kann. 

'  Ich   wrade   anten    ae^n ,    daas   diese  G1«äe)iiing    eine  einzige  reelle 
'Wtuzel  beäbt 
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Wird  fi  D«gatiT,  so  liegt  der  Schwerpankt  zwiscben  m'  obiI  m". 
Wir  haben  also  den  folgenden  Satz  ge^dem 
Drei  EOrper  mit  willkürlichen  Massen  —  m,  m'  und  m"  — 
seien  gegeben.  Die  Hassen  m  and  m"  werden  in  einen  beliebigen 
Abstand  von  einander  gebracht  Dann  giebt  es  auf  der  geraden 
Linie  zwischen  m  and  m"  immer  eine  bestimmte  Lage  für  m',  die 
einer  strengen  LSsang  des  Problems  der  drei  Körper  entspricht 
Sind  die  Massen  tob  TerBchiedener  Gh^see,  so  hat  man  also  immer 
drei  yerschiedene  Confignrationea,  die  einer  strengen  Lösung  ent- 
sprechen, je  nachdem  man  die  grCsste,  oder  die  kleinste  oder  die 
dritte  Masse  in  die  Mitte  legt 

Die  von  den  drei  Massen  beschriebenen  Bahnen  werden  aach 
in  diesem  Falle  Kegelschnitte,  welche  im  Schwerpunkt  ihren  Brenn- 
punkt haben. 

Wir  werden  in  den  folgenden  Paragr^hen  GTelegenheit  haben, 
diese  Lösungen  näher  zn  untersuchen. 

Esworde  zu  Anfang  dieses  Paragraphen  nachLAPLACE  behauptet, 
dass  es  ffir  die  Entstehong  einer  strengen  Lösung  nicht  nothwendig 
ist,  dass  der  ursprüngliche  Stoss  senkrecht  zur  Verbindungslinie 
zwischen  der  Masse  und  dem  Schwerpunkt 
stattfände,  sondern  dass  es  hinreichend 
ist ,  dass  die  Anfangsgeschwindigkeiten 
der  verschiedenen  Massen  denselben  Winkel 
mit  dieser  Linie  büdeu,  wenn  nur  die 
Grösse  dieser  Anfangsgeschwindigkeiten 
dem  Abstände  vom  Schwerpunkte  propor- 
tional ist  Da  die  Eichtigkeit  dieser  Be- 
hauptung nicht  unmittelbar  einleuchtet,  so 
werde  ich  den  Beweis  ausfOhreu. 

Es  seien  A  und  B  die  ursprdnglicfaen 

Lagen  zweier  Massen,    6  der  gemeinsame 

Flg.  3.  Schwerpunkt  des  ganzen  Systems.    Es  wird 


1]    dass    die    Grössen    der    Kesnltanten    der    auf   A    und    S 
wirkenden  Kräfte  sich  wie  die  Abstände  AG--BG  verhalten ; 
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2)  dass  die  AnfangsgescbwindigkeiteD  AA'  and  ^^  in  dem- 
selbea  YerliältiiiBse  [AG-.BG]  zu  ein^der  stetec;  and 

3)  dass  der  Winkel  A' AO  gleich  dem  Winkel  BBQ  \^ 
Nach  einem  Zeitmoment  nehmen   die  Körper  A  and  B  die 

Lage  ^  and  B  ein.  Wir  finden,  dass  die  beiden  Breiecke  ABG 

and  A'  S  Q  einander  Blinlich  sind.  Es  ist  in  der  That  nach  der 
Annahme 

j  A-A:AG  =  BB\BO, 

l  aA'AO=  aB'BG. 

Die  heiden  Dreiecke  A! AG  and  B BG  sind  also  Umlich  nnd 
folglich  ist: 

r  AG:BG=  A'G-.BG. 

(b) 

l  AAGA'=  ABGB, 

folglich  ist  anch 

AAGB=  A^GB, 

and  anter  BerUcksichtigang  von  (b)  finden  wir  also,  dass  die  Drei- 
ecke ABG  and  Ä' B  G  einander  ähnlich  sind.  Hieraus  folgt  aber, 
dass  die  Ton  den  Massen  gebildete  Configaration  nach  einem  Zeit- 
moment der  nrsprllnglichea  Configaration  ähnlich  ist  Nnr  der 
Hassstab  hat  sich  geäodert 

In  dem  zweiten  Zeitmoment  spielen  die  wirkenden  Eräße  mit 
ein;  da  indessen  die  Qrössen  der  Besnltanten  in  dem  Verhältnisse 
^G'.BG  za  einander  stehen,  so  werden  die  Voranssetzangen  2) 
nnd  S)  noch  Gültigkeit  behalten  nnd  das  ron  den  Hassen  gebildete 
Polygon  wird  immer  edch  selbst  ähnhch  bleiben.    W.  z.  b.  w. 

Es  lässt  sich  beweisen,  dass  die  Gleichung  (18)  Ton  LAanANos 
«we  eimye  reelle  —  and  zwar  positive  —   Wurzel  betitzt. 

Zn  dem  Zweck  ordnen  wir  die  Glieder  nach  fallenden  Potenzen 
Ton  z.    Die  Gleichung  lautet  dann 

(0=      (m  +     m')z»  +  (3m  +2m')r*  +  (3m  +m')2'- 
(18*) 

\  _  (m-  +  Sm")r*  -  (2m'  +  Sm"}z   -{m'  +  m"). 
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Diese  Gleicliaiig  enthält  einen  einzigen  ZeicbenwediBel  und 
Tier  Zeichenfolgen  und  nach  dem  Theorem  Ton  Dbscabtb  hat  die 
GMeichnng  also  höchstens  eine  positive  Wnrzel  and  hOdiBtens  Tier 
negative  Wnizeln.  Sie  kaim  aber  iceine  negative  Wnizel  besitzen. 
Wird  nämlich  in  (18)  z  gegen  — «  yertanscht,  so  lautet  die  Gleichung 

18*^    0=i«i*»[l-(l-t.)T  +  m'(l-u)»(l+ii»)  +  ffl"[l-ii)>+u^, 

and  die  Coefficienten  von  m,  m'  und  tn"  rechter  Seite  dieser 
Gleichang  sind  immer  positiv  fllr  positive  u-Werthe. 

Die  Gleichung  (1^  hat  also  eine  einzige,  und  zwar  positive 
Wurzel. 

"Ea  ezistirt  also,  wenn  die  Reihenfolge  der  drei  Massen  auf 
einer,'geraden  Linie  gegeben  ist,  und  man  fOr  den  Abstand  zwischen 
den  äussersten  Massen  einen  bestimmten  Werth  gewählt  hat,  eine 
einzige  Lage  fär  den  mitüeren  Körper,  die  einer  strengen  LAOBAitOB'- 
schen  LOsuDg  des  Problems  der  drei  Körper  entspricht.  Wird  die 
Reihenfolge  der  Massen  geändert  erhält  man  drei,  im  Allgemeinen 
verschiedene,  Lösungen. 

Diejenigen  Punkte ,  in  denen  eine  LAOKANOE'sche  strenge 
Lösung  des  Problems  der  drei  Körper  vorkommt,  wollen  wir  mit 
GxLDfiH  Li&ratioTucentra  nennen. 

Fflr  die  Anwendung  dieser  ^tze  auf  das  Planetensystem  sind 
besonders  diejenigen  Fälle  von  Interesse,  in  denen  eine  Masse  die 
übrigen  an  Grösse  bedeatend  QbertrifFt.  Wir  wollen  die  Lage  der 
Librationscentra  in  diesem  Falle  ontersuchen. 

Wir  nehmen  an,  dass  die  drei  Massen  immer  in  der  Reihen- 
folge m,  m',  m"  liegen.    Es  können  nun  zwei  Fälle  vorkommen: 

1)  entweder,  dass  die  grosse  Masse  die  änsserste  ist;  oder 

2)  dass  sie  in  der  Mitte  zwischen  den  beiden  kleinen 
Massen  hegt 

Im  ersteren  Falle  können  wir  m  sehr  gross,  m'  and  m"  klein 
annehmen.  Aus  (18*)  geht  unmittelbar  hervor,  dass  die  Gleichung 
eine  kleine  positive  Wurzel  besitzt,  deren  Werth  genähert  durch 
die  Formel 
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19) 


gegeben  wird.    Hieraus  folgt,  dass  die  Hassen  m'  und  m"  genähert 
die  folgendes  Abstände  vom  Schwerpunkte  haben 


Ai+')', 


Die    Idbrationscentra    f&r    m'   und    n 
sehr  nahe. 

Nehmen  wir  zweitens  an,  dass  die  grosse  Hasse  in  der  Hitte 
hegt,  so  dass  m'  gross  ist,  so  hat  (18)  eine  Worzel,  welche  der 
TJ^inTinit.  nahe  isL    Seteen  wir 

z=l+!/ 

in  (18)  ein  nnd  entwickeln  nach  Potenzen  Ton  y,  ao  lantet  diese 
Gleichong; 

0--».  (H.2y+y')(7  +  12j  +  6y'  +  j')  + 

-m-  (4  +  4j  +  y>)(3y  +  3j"  +  j')  + 

+  i7i"P+9j,  +  8jfl, 

ood  wenn  man  in  Betracht  zieht,   dass  m'  sehr  gross  ist  im  Ver- 
hältnisa  xä  m  und  m",  so  ündet  man,  dass  diese  Gleichung  eine 


„Google 


100  Flriodimhe  Lösungen. 

Wnrzel  hat,  die  sehr  klein  ist,  und  deren  Werth  genähert  durch 
den  Ansdrack 

(21)  y  —  '-^i^ 

gegehen  iat 

Die  hierana  sich  e^ebenden  WerÜie  für  /*  und  «  sind 


M 

"    »■ 

' 

r 

=  '  +  il 

m-m" 
m' 

' 

s  = 

('  +  iV 

m  —  m" 

V 

<-  = 

(^  +  il 

m  —  m" 

V 

»■•- 

fi  + 

m-m" 

)^ 

Wir  kennen  immer  annehmen,  daaa 
m  >  m", 

wenn  die  beiden  Hassen  nidit  gerade  gleich  gross  sind,  in  welchem 
Falle  sich  die  beiden  Massen,  wenn  sie  in  den  LibrationscAntren 
liegen,  sich  in  gleichem  Abstände  iod  m'  befinden.  In  den 
obigen  Formeln  bedeutet  r  den  Abstand  des  Schwerpunktes  von  m. 
Der  Abstand  der  grösseren  Masse  von  m'  ist  gleich  t",  und  f&r 
den  Abstand  —  «  —  der  kleineren  Masse  too  m'  bekommen  wir 
den  Werth 

(22)  '-(l-^^^)«"- 

Von  besonderem  Interesse  ist  der  Fall,  dass  die  eine  von  den 
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kleinen  Uassen  yerschwindend  klein  ist,  so  dass  man  sie  ohne  merk- 
baren  Fehler  gleich  NnU  setzen  kann.  Wir  wollen  die  sehr  grosse 
Hasse  mit  M  und  die  kleinere,  aber  endliche  Hasse  mit  m  be- 
zeichnen. Weiter  bedeute  a  den  Abstand  zwischen  M  and  m, 
nnd  b  den  Abstand  zwischen  M  nnd  der  anendlich  kleinen  Hasse. 
Ana  (20),  (20*)  nnd  (22)  erhalten  wir  dann  die  folgenden  Werthe 
far  *: 


(28) 


*.=''('-V^)' 


Die  drei  durch  diese  Formeln  bestimmteD  Librationscentra 
werde  ich  mit  £|,  Z,  tmd  Z,  bezeichneD.  Ihre  Lagen  sind  aus 
der  nachstehenden  Figur  ersichtlich: 

Lage  der  LibratiosBcentra. 


Fig.  4. 

Wenn  man  nur  die  Anziehung  der  Sonne  nnd  eine»  Planeten 
in  Betracht  zieht,  so  gehören  also  za  jedem  Planeten  im  Sonnen- 
system drei  Librationscentra,  welche  die  Eigenschaft  besitzen,  dass 
ein  kleines  Partikelchen  —  z.  B.  ein  Ueteor  — ,  das  sich  in  einem 
dieser  Librationscentra  befände  and  eine  passende  Anfangs- 
geschwindigkeit besässe,  durch  die  Anziehung  der  Sonne  und  des 
betreffenden  Planeten  fOr  immer  eine  Ellipse  am  die  Sonne  be- 
tchreiben  wQrde,  and  zwar  so,  dass  dies  Fartikelcben  immer  auf 
der  durch  die  Sonne  and  den  Plaoeten  gehenden  Geraden  bleiben 
wflrde. 

Li  onaerem  Planetensystem  haben  die  JjibrationsceDtra  der 
verschiedenen  Flaneteo  folgende  Lage; 
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Lihratiomeenira  im  Planetenfyttem. 
Abstknde  TOS  der  Sonne. 


A 

J^ 

£» 

Mercar 

0.0966 

1.0034 

1  -0.00000007 

Venue 

0.9907 

1.0003 

1  -0.00000143 

Erde 

0.9899 

1.0101 

1  -0.00000178 

Hhb 

0.99Ü2 

1.001B 

1  -0.00000019 

Jnpiter 

0.0332 

1.0698 

1  -0.000657 

Satoni 

0.0ÖÖO 

\MM 

1  -0.000167 

ÜMU.1W 

0.9758 

1.02*6 

1  -0.000026 

Nepton 

0.9743 

1.0261 

1  -0.000030 

Die  Abstände  sind  im  mittlereB  Abstand  des  Hanptplaneten 
von  der  Sonne  als  Einheit  ausgedruckt. 

Die  LibratioDBcentra  Zj  und  L^  liegen  bei  allen  Planeten  — 
vom  Planeten  aue  gerechnet  —  ausserhalb  der  bekannten  Satelliten 
des  Planeten.  Bei  der  Erde  hegen  £,  und  Jj^  aof  ongefähr  dem 
vierfachen  Abstände  des  Erdmondes  von  der  Erde.  Wir  werden  im 
einem  folgenden  Paragraphen  finden,  dass  die  Iiage  der  Libratioos- 
centra  in  engem  Zusammenhang  mit  der  Stabilität  der  Bewegung  steht 


§  2.   Periodische  Lösungen  In  der  Nahe  der  Libratlonscentra. 

Die  allgemeinen  Integrale  des  Problems  der  drei  Körper  mit 
der  genügenden  Zahl  willkürlicher  Constanten  sind  zwar  bis  jetzt 
nicht  bekannt,  dagegen  hat  man  verBchiedene  partikuläre  Integrale 
gefunden,  welche  eine  geringere  Zahl  willkttrhcher  Constanten  ent- 
halten. Unter  diesen  haben  die  periodiecheu  Integrale  in  der 
letzten  Zeit  eine  grosse  Rolle  gespielt,  und  mit  ihrer  Hilfe  hat  das 
Studium  des  Drei-Eörperproblems  in  neue  Bahnen  eingelenkt,  die 
Vieles  vom  grössten  theoretischen  Interesse  ergeben  haben.  Die 
Untereachongen  dieser  Bahnen  sind  schon  so  weit  entwickelt  worden, 
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dass  sich  auch  für  die  nDmeri3che]i  BeredmungeD  der  Bahnen  der 
HimmelakiJrper  neue  Horizonte  ge5£het  haben. 

Die  periodischen  Li^Bungen  worden  in  die  Astronomie  von 
G.  W.  Hill  eii^efOhrt  in  einer  schönen  Reihe  von  Abhandlungen, 
die  im  ersten  Band  (1878)  des  „American  Joomal  of  UathematicB" 
veröffentlicht  wurden.'  Han  findet  in  diesen  Aufsätzen  den  ersten 
Ursprung  vieler  der  wichtigsten  üntersnchongen  in  der  Astronomie 
in  den  letzten  Jahrzehnten.  Wir  werden  im  Folgenden  öfters  Ge- 
legenheit haben,  auf  diese  grundlegende  Arbeit  von  Hill  anrQck- 
znkommen. 

Die  allgemeine  Theorie  der  periodischen  Lösungen  ist  später 
von  PoiNOAitfi,  unter  Anwendung  der  gewaltigen  mathematischen 
Hilfsmittel,  die  ihm  zu  Gebote  stehen,  entwickelt  worden,  zuerst  in 
seiner  Stockholmer  Preisschrift  vom  Jahre  1889:  „Sor  le  probleme 
des  trois  corps  et  lea  6quations  de  la  dynamique",  und  dann .  aus- 
f&brhch  in  seinem  classischen  Werke  „lies  Höthodes  nouvelles  de 
la  m6camque  Celeste". 

Die  periodischen  Bahnen  sind  dadurch  cbarakterisirt,  dass  die 
Körper  nach  einer  gewissen  Zeit  zu  einer  einmal  eingenommenen 
Configuration  wiederkehren.  Es  ist  angemessen,  sie  in  zwei  Classen 
zu  theilen.  In  der  ersten  Classe  bleiben  die  Terändemngen  der  von 
den  Körpern  eingenommenen  Configuration  immer  unendlich  klein, 
in  der  zweiten  sind  sie  endlich.  Die  periodischen  Bahnen  der  zweiten 
Classe  können  im  Allgemeinen  durch  jeden  beliebigen  Punkt  der 
Ebene  oder  eines  continnirlichen  Gebietes  der  Ebene  gelegt  werden 
Die  periodischen  Bahnen  der  ersten  Classe  können  dagegen  nnr  bei 
ganz  bestimmten  Configurationen  der  Körper  anfb-eten. 

Die  Bahnen  der  letzteren  (ersten)  Classe  sind  leichter  analy- 
lytisch  au&nsachen  und  zu  behandeln.  Wir  werden  deswegen  die 
Untenuchong  über  die  periodischen  Bahnen  mit  dieser  Classe 
einleiten. 

Ich  werde  mich  dabei  auf  einen  besonderen  Specialfall  des 
Problems  der  drei  Körper    beschränken,    denjenigen   nämlich,    in 


'  G.  W.  Hill,    Reeearches  in  the  lunar   theoij.     (Commnnicated   to   the 
Mathmal  Academy  of  Sciencea  at  the  sesrion  of  April,  1817). 
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wachem  eine  von  den  drei  Hassen  versckicmdend  klein  ist  ond 
ausserdem  die  beiden  endlichen  Uassen  sich  in  einem  Kreit  um 
den  gemeinsamen  Schwerpunkt  bewegen.  Die  Bewegung  dieser 
beiden  Körper,  die  von  dem  anendlich  kleinen  Körper  nicht  beein- 
äosst  wird,  mnas  dann  mit  gleichförmiger  Geschwindigkeit  vor 
sich  gehen. 

Dieser  Fall,  den  wir  mit  dem  Namen  „da*  cuteroidixehe  DtH- 
KorperprobUm"  bezeichnen  wollen,'  hat  für  die  Astronomie  grosse 
Bedeutung,  da  die  Theorie  der  kleinen  Planeten,  deren  Vollendung 
immer  noch  das  dringendste  Bedürfaiss  der  praktischen  ÄBtronomie 
ist,  wesentlich  auf  der  Lösung  dieses  Problems  beruht 

Die  beiden  endlichen  Körper  bezeichnen  wir  mit  m^  nnd  m,, 
den  unendlich  kleinen  Körper  —  den  ÄBteroiden  (Planetoiden) 
—  mit  P.  Die  Masse  von  m,  nehmen  wir  als  Einheit  der  Uasaen  an, 
m,  hat  die  Hasse  fi.  Wir  nehmen  an,  dass  wir  unsere  Wahl  so 
getroffen  habeo,  dass  fj,  ein  echter  Bruch,  oder  ^eich  der  Einheit  ist 

Es  seien  r,  und  r^  die  Abstände  der  Körper  m^  und  m,  vom 
gemeinsamen  Schwerpunkt  G,  und  wir  nehmen  den  Abstand  zwischen 
irij  nnd  m^  als  Einheit  ftir  die  Längen  an.     Wir  haben  also 

(  r,+    r,  =  l, 

I  ,-.,  =  0. 

Die  Einheit  für  die  Zeit  wird  so  gewählt  dass  die  Graritations- 
constante  gleich  Eäns  ist  Die  Zeit  T  eines  Umlaufes  von  m,  und 
nij  um  G  ist 

(2)  "^  =  1?^' 

und  die  Winkelgeschwindigkeit  n  dieser  Bewegung  ist  also 

(2*)  n  =  yrH*. 

'  Er  wird  von  den  FraDEOseo  biBweilen  mit  dem  Namen  „E>e  Probleme 
restreint"  beseichnet. 
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Wir  nehmen  endlich  an,  dass  der  Asteroid  sich  in  der  durch 
die  Bewegung  von  m,  und  »t,  beetinunten  Ebene  bewegt 

Als  An£angspiinkt  der  Coordinaten  wird  der  Schwerpunkt  6 
gewählt  Die  Coordinaten  x  nnd  y  von  P  werden  auf  ein  recht- 
winkliges Coordinatensystem  bezogen,  das  sich  mit  gleichfSrmiger 
Geschwindigkeit  »  dreht;  die  X-Adise  ist  gegen  m,  gerichtet,  nnd 
die  positiTe  7-Achae  bildet  mit  ihr  einen  Winkel  von  90"  in  der 
Bichtong  der  Bewegung. 

In  I  §  7  (21)  haben  wir  für  die  Bewegung  von  P  die  folgenden 
Differentialgleidiangen  abgeleitet: 


-2n 


äs. 


dU 


V(*-r,)»+y'       y(i  +  r^  +  »> 


ist;   wenn   wir   die  Abstände  zwischen  m   und  m,   nnd   m,  mit   (>j 
and  (>j  bezeichnen,  so  dass 


ist,  80  hat  man 
(31 


(■,■-(-  +  '.)■  +  ?■ 


Diese  GleichangeD  kSonen  in  einer  etwas  bequemeren  Form 
geschrieben  werden.    Uan  bat  n&mlicb  nnter  BerUckstchtignng  von  (1) 
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C' +  cV  -  r^-;;  +  (1  +  rt('' +  Sl - 

-rTT. +  »'(''  +  '*'■ 

Setzen  wir 


ao  können  die  BifferentialgleichongeQ  also  in  folgender,  von  Dabwin 
znerst  gegebenen  Form  geschrieben  werden. 


*  dt        dx' 


Diese  Gleichongen  besitzen  das  sogen.  jAOOBfscbe  Integral 


wo  C  die  JAOOBi'sohe  Coostante  genannt  wird. 

Nach  I  §  8  (10)    erhält   man    die  Differentialgleichnngen    in 
canonischer  Form,  wenn  man  setzt: 


dx 


1i  = 


P.  =  - 


in  welchem  Falle 

Idq,  _  pH  dpt dff 

dt    ~    dpt'  dt    ~        dqi' 

dq^    ^   S  H  "^ft   =_   ö^_ 

dl    "~  dpt  '  dt  flj, 


Wir  haben    im    vorigen  Abschnitte   diese    canoniBcben    Diffe- 
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rential^eichmigeD  der  nameriBchen  Berechnnng  einer  Bahn  mittelst 
mechanischer  Qoadratar  za  G^mnde  gel^t 

Wir  werden  ans  hier  der  Form  (6)  für  die  Differeutial^ei- 
(drai^eu  bedienen. 

Wenn  x  =  a,  y  =  b  die  Coordinaten  eines  beliebigen  Ponktes 
ednd,  der  nicht  mit  m,  oder  in,  zusammenfällt,  so  ist  ans  der  Form 
f&T  Q  immittelbar  ersichtlich,  dass  die  Fonctioii  Si  —  and  eben- 
falla  alle  ihre  Ableitungen  nach  x  tmd  y  —  nach  podtiven 
Potenzen  toh  x  ~  a  and  y  ~b  entwickelt  werden  kann.  Wenn 
X  —  a  nnd  y  —  b  hinreichend  klein  sind,  so  werden  die  Glieder 
der  niedrigsten  Ordnung  in  diesen  Ektwickelongen  grösser  sein  als 
die  Summe  der  fibrigen  Glieder  in  diesen  Beihen. 

Wir  werden  non  diejenigen  Punkte  ao&uchen,  die  so  be- 
schaffen sind,  dass,  wenn  man  sich  ihnen  hinreichend  nähert,  perio- 
dische Lfisnngen  der  Differentialgleichungen  (6)  ezistireii,  so  dass 
die  unendlich  kleine  Hasse  P  ftkr  inuner  in  der  Nähe  dieser  Punkte 
bleiben  kann,  indem  sie  sich  in  Babnen  bewegt,  die  in  sieb  selbst 
zurflckkehreo. 

Es  sei  [a,  b)  ein  soldier  Punkt,  nnd  man  setze 

Wir  haben  dann 
(9)       \ 


Die  zweiten  und  höheren  Potenzen  von  |  und  i}  in  diesen  Ent^ 
Wickelungen  können  Temachl&ssigt  werden,  wenn  wir  uns  darauf 
beschränken,  solche  periodische  Bahnen  an&usucben,  die  in  der 
unmittelbaren  Umgebung  des  Punktes  (a,  b)  liegen. 

Die  Corren  in  endlicher  Entfernung  von  (a,  h)  gehören  der 
zweiten  Classe  periodischer  Bahnformen  an. 

Wenn  wir  also  in  (9)  nur  die  ersten  Potenzen  von  |  nnd  ri 
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beibehalten,  so  ist  klar,  dass,  damit  ^  nnd  ^  klein  bleiben,    die 
folgenden  Selationen  stattfinden  i 


(10) 


da  ' 


'  db 


Durch  diese  Gleichongen  ist  die  Lage  des  Punktes  (a,  b)  be- 
stimmL 

Die  Lösung  dieser  GFleichnngen  kann  sehr  ein£adi  in  folgender 
Weise  erhalten  werden.    Es  ist 


c' 

=  (<■- 

',)■  +  *■, 

pl' 

=  (■■  + 

rJ"  +  S*, 

ß . 

an  « 

-n    ,    äß 

0  =  ^—  =  —  A   +  i^  i- 

dA  flj,      n,  oft    ft  ' 


Diese  dteicbnngen  fordern,  dass  entweder 


(11) 

ist,  oder  dass  num  bat 


(12) 


oft  oft  ' 


Die  GleicboDgen  (11)  können  in  folgender  Form  geschrieben 
werden: 


I-O-C-T 


oder 

(13) 


Dieser  Pnnkt  (a,  b)    liegt    in    der  Ecke    eines    gleichseitigen 
Dreiecks,  dessen  eine  Seite  ^eich  m,  m,  ist. 
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Es  gibt  offenbar  zwei  solche  Punkte,  die  ich  mit  (a^,  &J  and 
(og,  b^  bezeichnen  will,  so  dass 

Der  Pnnkt  (a^,  ö^  liegt  also  in  der  Bicbtong  der  positiven 
7-AchBe,  (Og,  &,}  in  der  Bichtong  der  negativen. 

FOr  die  Pankte,  welche  der  Lösang  (12)  entsprechen,  mnss 
b  =  0  sein;  sie  liegen  also  auf  der  JT-Ächse.  Der  Werth  von  a 
fUr  diese  Punkte  ist  durch  die  31eichnng 

(14)  «^^zr.  +  |£"_±^  =  o 

Oft        ft  (Jp,        p, 

bestimmt 

Bei  der  BerechnTing  der  Wurzeln  dieser  Gleichung  sind  drei 
WSMe  zn  unterscheiden: 

1)  -  Tj  <  a  <      r, , 

2)  a<-r„ 

3)  r,  <  a. 

Diesen  drei  Fällen  entsprechend  hat  man: 

1)  a_r,=-e,,       <i  +  r,=+p,, 

2)  «  -  r,  =  -  p, ,       a  +  r,  =  -  p, , 

3)  a-r,=  +  pj,       fl  +  rj=  +  ^,. 

Die  Oleicbong  (14)  nimmt  die  folgenden  Formen  an: 


flft         Oft 

aa     dii 
oft      flft  ■ 

oft  "*"  oft  ^ 


-e«i 


p,  =  pj  - 1  ■ 
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In  allen  £%llea  bekommt  man  eine  Gleichung  f&nften  Grades 
zur  Bestimmang  von  (>,  oder  ^,.    Diese  Gleichungen  lauten: 

2)   (i+^)e/+(3+2rte,*+(S+  ^)V-pe.'-2pp.-j»=o, 

8)    (l  +  rte,'+(2+3/i)(..*+(l+Srt?,'-    e,»-2   (.,-1=0. 

Eine  jede  dieser  Gleidkungen  hat  eine  reelle  positiTe  Wurzel 
die  flbrigen  Tier  Wurzeln  sind  imaginär. 

FOr  sehr  kleine  Wertbe  von  /t  haben  diese  Wurzeln  die 
folgenden  Grenzwerthe: 


1) 

ft- 

n- 

2) 

Pi- 

n- 

3) 

Pi  = 

>-i^- 

Genauere  Werthe  geben  die 

aieichmgon 

1) 

e. - 

(ir-i( 

2) 

Ci- 

(if+M 

3) 

Pi  - 

1-^,.+-^ 

Wenn  man  die  obigen  Gleichungen  fttnften  Gerades  mit  der 
Gleichung  (18^  in  g  1  vergleicht,  so  ergiebt  sich  leicht,  dass  die 
Punkte,  in  deren  Nähe  periodische  Bahnen  vorkommen  kennen,  mit 
demjenigen  Punkten  zusammenfallen,  in  denen  sich  P  befinden  würde, 
wenn  nach  LA.aBAKOB  eine  strenge  Lösung  des  Problems  der  drei 
Körper  existirL 

AuBserdem  können  periodische  Bahnen  in  der  unmittelbaren 
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Nähe  der  Hassen  m,  und  m,  Torkommen.  Wir  werden  dieee 
Bahnen  in  einem  der  folgenden  ParagnqiheD  nfiher  nntereuchen. 
Ich  stelle  hier  die  genäherten  Werthe  der  Coordinaten  der  fünf 
InbrationBcentra  zoBfunmen  und  bemerke,  dass  man  bei  gröeaeran 
Werthen  von  [t  zd  den  G-leichnngen  (15)  zarQckkehren  muss. 


/v«.  =  -rb-(ir-i{ir-  '>  =  '• 


l.:a 


2  1+/.  '       *  2    ' 

VI 


§  3.    Die  Hai'sche  Grenzcurve. 

Bevor  vir  zur  n&beren  Betrachtung  der  periodischen  Bahnen 
in  der  Nähe  der  Librationscentra  übergehen,  ist  es  angemessen, 
eine  aoa  dem  JACOBi'schen  Integral  §  2  (7)  herfliessende  Eigenschaft 
der  Bahncorren  näher  zu  studiren. 

Das  JACOBi'sche  Integral  lautete: 

Es  wurde  von  Hill  in  seiner  classischen  Arbeit  hervorgehoben, 
dass  die  Cnrve 
(2)  2ß-C=0 

eine  wichtige  Bolle  fUr  die  Bewegung  spielt. 

Ee  folgt  Dämlich  aus  (1),  dasa  die  Coordinaten  des  Körpers  in 
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jedem   Zeitmoment  nothwendigerweise  solche  Werthe  haben  mile- 
sflQ,  dasB 

2ß-C>0 
ist 

Die  reelle  Ebene  wird  somit  dnrcb  die  Cnrre  (2)  in  zwei  Ge- 
biete getrennt,  und  eine  Bewegtmg  des  ESrpera  P  ist  nur  in  einem 
dieser  Gebiete  mißlich.  Wenn  die  Garre  aus  einem  Zweige  oder 
ans  mehreren  getehloaitentn  Zweigen  besteht,  innerhalb  welcher 
2  i2  —  (7  positiv  ist,  so  mnss  P  bei  seiner  Bewegung  immer  in 
diesen  geschlossenen  Oebieten  der  Ebene  bleiben. 

Wir  wollen  die  Cnrre  (2)  mit  dem  Namen  „Grenzcnrre"  oder 
„HiUi'sche  QrenzcniTe"  bezeichnen. 

Ln  zehnten  Abschnitt  werde  idi  die  Bedentang  dieser  C^renz- 
cnrre  fbr  gewisse  Stabilitäts&agen  näher  betrachten.  In  diesem 
Abschnitt  werden  wir  die  Form  der  Grenzcorre  für  das  aste- 
Toidische  Drei-ESrperproblem  stadiren. 

Ffir  jedes  /t  ist  die  Curve  nur  vom  Werthe  des  Parameters  C 
abhängig.  Dieser  Parameter  kann  aber  nicht  beliebige  Werthe 
haben,  wenn  die  Cnrre  reell  sein  soll.  Ist  C  negativ,  so  kann  offenbar 
2  i2  —  C  nie  gleich  Null  sein.  Die  Constante  C  hat  also  einen  ge- 
wissen potUmen  Mmmahoerih.  Ist  C  kleiner  als  dieser  Werth, 
eziatirt  also  keine  Grenzcurre,  und  der  Körper  m  kann,  so  weit  es 
auf  das  jAOOBi'scbe  Integral  ankommt,  eine  behebige  Lage  in  der 
Ebene  einnehmen. 

Wir  wollen  diesen  IGnimalwerth  aufsndien.  FUt  ihn  müssen 
die  Gleichnngen 

=  0 


oft  flft 


erfOllt  sein,  oad  aus  dem  Torigen  Paragraphen  wissen  wir,  dass 
dies  in  den  LibratioDBcentren  L^  und  L^  stattfindet.  Der  ent- 
sprechende  Werth  von  C  wird  aus  (2)  erhalten,  indem  man 

ft  =  ?.  =  1 

setzt,  oad  also  ist 

(3)  CHW«a==3(l+/*). 
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Wenn  C  diesen  Hioimalwerth  hat,  so  redncirt  rieh  die  Greoz- 
CQTve  aof  die  beiden  Paukte  L^  nnd  L^. 

Die  Discnssion  der  Form  der  Gh«nzciuTe  für  verschiedene 
Werthe  tod  C  l&sst  sich  in  folgender  Weise  leicht  ausfahren. 

FOr  sehr  grosse  Werthe  von  C  lässt  sich  die  Qleichang 
ZQ-C,  oder 

offenbar  auf  drei  verschiedene  Weisen  erfBllen.  Erstens  wenn  ^, 
sehr  kleine  Werthe  annimmt,  zweitens  wenn  ^,  sehr  klein  wird, 
und  drittens  wenn  die  Snmme 

sehr  gross  wird.  FOr  sehr  grosse  Werthe  von  C  besteht  also  die 
Grenzcorve  aus  drei  verschiedenen  Zweigen,  einem  —  u  —  sehr 
kleinen,  der  die  Masse  m,  nrnscliliesst,  einem  —  ß  —  auch  sehr 
kleinen  nm  die  Masse  m,  und  einem  —  y  —  sehr  grossen,  der 
die  beiden  Massen  nmschliesst. 

Die  Gleichungen  dieser  Zweige  in  bipolaren  Coordinaten  sind 
genikhert 

Für  a:  -  =  C, 

Die  Zweige  a  nnd  ß  sind  also  genähert  Kreise.  Der  Badins 
des  Kreises  a  ist  grösser  als  der  Badins  von  ß,  Ist  fi  =  1 ,  so 
sind  die  beiden  Kreise  gleich  gross.  Die  dritte  Cnrve  ist  eine 
Art  OvaL 

Wenn  C  an  Gritose  abnimmt,  so  wachsen  die  Badien  der 
beiden  Kreise,  und  das  Oval  zieht  sich  za  Reicher  Zeit  zosammen. 
FOr  einen  bestimmten  Werth  von  C,  den  wir  0,   nennen  wollen, 
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fliessen  die  beiden  Kreise  zasammen,  und  die  GTenzcur?e  nimmt 
eine  Lemniscaten-älinliebe  Form  an.    (Vgl  Fig.  5.) 

Die  Cnrre  hat  hier  einen  Doppelpunkt,  dessen  y-Coordioate 
gleich  Null  ist  und  dessen  z-Goordiuate  die  (rleichang 

(5)  I?-» 


befriedigt    Diese 

Glleichting  hat 

folgende 

Fem: 

(6) 

Ds  bier 

=  0. 

.-r, --(., 

'  +  r. 

-  +  e. 

ist, 

HO  dasB  die  Qleichang  lautet 

(«T 

to  faät  der  Doppelpunkt  mit  dem  Li&rationtpuiüU  L^  xueammen. 

Wird  C  kleiner  als  C^ ,  geht  die  Lemniscate  in  eine  Stonden- 
glas^lhnlicbe  Cnrre  aber,  welche  bei  einem  Werth  (7,  fOr  C  mit 
dem  äusseren  Orale  zusammenöieest.  Dieser  Punkt  liegt  auf  der 
X-Achse  jenseits  der  kleineren  Masse,  so  dass 

P,  =  e,  +  1 . 

Die  Gtleichimg  (6),  die  aach  hier  gilt,  da  es  sich  um  einen 
Doppelpunkt  handelt,  giebt 


und  beim  Vergleich  mit  dem  vorigen  Paragraphen  findet  man,  dass 
dieser  Doppelpunkt  mit  dem  Librationspunkt  Z,  znsammen^t. 

Die  Grenzcurre  nimmt  nun  eine  Hufeisen-ähnliche  Figur  an.  Im 
Inneren  der  Gurre  ist  2£i  —  C  negatir,  und  hier  kann  also  keine 
Bewegung  stattfinden.    Indem  C  ron   dem  Werth  (7,  an  abnimmt, 
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schnürt  sich  die  Hnfeisen-ähiiliche  Figar  aUmfihlicb  zoBammeD  nud 
&llt  bei  dem  Weith  <7  =  (7,  in  zwei  Cnireu  auseinander.  Der 
TrennangEipiiQkt  liegt  anf  der  X-Achee  jenseits  der  gr^Bseren  Maase 
and  man  findet  leicht,  dasB  dieser  Doppelpunkt  mit  dem  Libra- 
üonBcentrum  X,  znaammenfäUt. 

Für  C-Werthe,  die  kleiner  als  C,  sind,  besteht  die  GrenMurre 
ans  zwei  getrennten  gescbloBsenen  Zweigen,  die  tüi  den  Hinimal- 
verth  C^  in  die  beiden  Librationscentra  L^  und  X,  äbei^ehen. 

Fflr  noch  kleinere  C-Werthe  exiatirt,  wie  schon  herrorgehoben 
worden  ist,  keine  Grenzcurre  mehr. 

Die  obigen  Transformationen  der  Grenzcnrre  werden  dorch 
die  folgende  Fignr  5  veranschaulicht,  die  dem  Werth  /*  =  0.1  ent- 
spricht Sie  ist  Ton  Dabwin  berechnet  in  Beiner  bekannten  Arbeit 
„On  periodic  Orbits"  (Acta  Mathematica  Bd.  21,  1897),  wo  man 
auch  die  vollständigste  DiscusBion  der  HiLL'scben  Grenzcurre  findet 


Die  Lage  der  Librationscentra  (bez.  der  Doppelpunkte]  ist  ans 
dw  fidgenden  ZuBammensteUnng  ersichtlich: 


L,: 

p,  =0.7116, 

h  =  0.2825  , 

C,   -  4.0182 , 

Lr: 

e,  =  1.3470, 

ft  "  0.3470 , 

0,  =  3.8876 , 

t.: 

t,  -  0.9469  , 

«,  =  1.9469, 

a,  -  3.4905 , 

t^ODdl,: 

ft-  1.0000, 

Ht  -  1.0000, 

d  =  3.3000 . 
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Um  eine  YorsteUung  von  der  Vei^derang  der  Lage  der 
LibrationBcentra  bei  rerschiedenen  Werthen  Ton  ju  za  erh&lteii, 
gebe  ich  Docb  die  entsprecbenden  Zahlen  für  ^  =  1 :  320000  und 
fär  /t  =  1  an.  Die  Lage  der  Librationscentra  für  fi  =  1  ist  von 
BuBBAU  beredinet  worden  (Ästr.  Nachr.  3230  und  3251). 

/(  =  1:820000. 

£,:                   C»  0.98990        ,       (,=-0.01010        ,  0^-3.0009264, 

L,:                   ^-1.01017        ,      ft- 0.01017        ,  C^  =  3.000&2a7, 

L,:                   «,=0.99999818,       ^  -  1.90999818,  C,  =  3.0000156, 

Lj  und  I^ :                   ft  -  1.0000          ,       «i  -  1.0000          ,  C«  -  3.0000094. 

Ehidlich  erhält  man  fUr  ^  =  1 : 


h,- 

^  -0.5000, 

ft  =  0.5000 , 

C,  -  8.500 

w- 

ft  -1.69B4,     • 

ft  =  0.6984  , 

Ot  -  7.412 

L,- 

p,  =.  0.6984 , 

^  c  1.6984 , 

C;  -  7.412 

L,unäL,: 

ft  =  1.0000, 

p,  =  1.0000, 

0,  =  6.0000 

Daa  AoBseben  der  Grenzcnrve  bei  Terschiedenen  Werthen  ron 
0  ist  fOr  /t  =  1  aus  der  beigefUgten  Figur  6  ersicbtlioh.  Es  mag 
indessen  berrorgehoben  werden,  dass  bei  der  Herstellung  dieser 
Figur  nur  die  Lage  der  Librationscentra  und  die  Schnittpunkte 
der  Gurre  mit  der  Z-Achse  nnd  mit  der  Z-Acbae  in  Betracht  ge- 
zogen sind.    Die  letzteren  sind  durch  die  Formel 


gegeben,  wo  ^  den  Abstand  des  Schnittpunktes  von  irgend  einer 
der  Hassen  bezeichnet. 
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Flg.  e.    QrenscnrTe  fili  fi  -  1. 

Zar  RftHtimmnng  der  ScbnittpoiOcte  mit  der  X-Acfase  dient  die 
Qleicbiing 
(7*)  2 e*  +  4e»  +  {3  -  C)  e»  +  (5  -  C)  e  +  2  =  0 . 

Man  hat  nur  die  positiYeii  Wozzeln  der  Oleichangen  (7)  und  (7*) 
in  Betracht  zn  ziehen. 


§  4.   Periodische  Lösungen  In  der  Nflhe  der  Llbratlonscentra. 
Fortsetzung. 


In  Folge  der  Belationen  §  2  (10)    nehmen    die  Differential- 
gleichongen  in  der  N&he  der  Librationscentra  folgende  Form  an: 


da*     *+  daSb 


dt  ~  dadb  *  "^ 


£b  handelt  sich  also 
Constanten  Coe£Gcienten. 


lineare  Differentialf^chnngen   mit 
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Wir  kSiiuen  eine  Lösimg  in  folgender  Form  ansetzen: 
wo  Ä  und  B  dnrch  die  folgenden  BelatioDen  bestimmt  werden: 


(2) 


AknX  - 


dadbj 


+  B, 


dA' 


=  0. 


Aas  diesen  Betatdouen  erhalten  vir  die  folgende  Gleichung  zur 
Bestimmung  von  i.: 


2»a  - 


Die  Natur  der  Bewegung  hängt  von  den  Werthen  Avt  Wurzeln 
dieser  Grleichung  ab.  Wenn  X*  einen  reellen  und  negativen  Werth 
hat,  80  existieren  periodische  Lösungen.  Wenn  solche  Wntzeln 
nicht  vorkommen,  so  kaim  P  nur  «Uirend  einer  endlichen  Zeit  in 
der  N&he  des  Punktes  {a,  h)  hleiben. 

Für  die  Berechnnng  der  Wurzeln  müssen  wir  die  Werthe 
der  zweiten  Ableitungen  yon  Si  in  den  fünf  verschiedenen  Idbra- 
tionscentren  kennen. 

Man  hat 

fla'      oft*  U»;       3ft   öia»  "*"  aV  U<»i       öh   fl*"' 
Eine  ähnliche  Relation  hat  man  für  -^ti  ■ 

•  D,g,t,ze:J.V  Google 


'  4.    PeriodisohA  Lösungen  m  der  Nähe  (br  Ltbrationscentra.      119 


oft»  da    db    "•"  Oft    dadb 


'^öft'   öa    db   ^  oft    Sttfli 


Aas    diesen    AoBdrfickeD    erhält    man    die    folgenden   Werthe 
dieser  Ableitongen  in  den  verschiedenen  Funkten. 


T5 

8*ß 
1^ 

dadb 

L, 

— ^-:? 

0 

i. 

,, 

„ 

0 

1^ 

„ 

„ 

0 

1< 

i(i+^) 

?(!+><) 

-iVl(i  -ß) 

1, 

„ 

„ 

+  1/3(1  -M) 

Die  Werthe  von  ^^  nnd  p,  in  den  drei  Ponkten  £,,  £,  und 
X,  sind  den  Oleichnngen  g  2  (15)  za  entnehmen. 


2/-- 


ao  sind  die  Wurzeln,  welche  den  Punkten  £, ,  £,   und  £,  ent- 
sprechen, durch  die  Formel 


(4)  x*  =  -[i  +  f,-f)±  ysp  _  4(1  +  ^)f 

gegeben. 

Diese  Wnizeb  sind  reell,    die    eine  ist   positiT,    die    andere 
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aegatir.     Dies   wird  tod  Plvhhbb  (Uontlilf  Notices  of  the  Royal 
Aetr.  Sog.  LXIL  190t)  in  folgender  Weise  bewiesen:' 

Ana  (3]  ist  ersichtlich,  dass  der  Satz  bewiesen  ist,  wenn  man 
zeigt,  dasB 

da'    db*        [dadbl 


I  <o 


ist.    Nnn  ist  aber,  nach  Tabelle  I,  in  Z, ,  £,  and  X, 

und  es  gecQgt  also  zn  zeigen,  daas 

ist 

Han  bat  aber  fOr  y  —  0 

B^Si       i   dii  ,    i   dSi 


(6) 

W  -  ft    ä^  +  ft  «Ä 

In  Ji  ist 

dSi      an             1 

und  also 

^-(i+i)(^.-^-) 

ein  Aaadrack, 

der 

negativ  ist,  weil  ^,  <  1  ist. 

Id  L^  ist 

und  also 

ä-ffl       /  1          1  W.          1 

'  Die  Herren  C.  A.  Schoi.tz-Stediheil   und  Boobqrt  haben  mir  vorher 
brieflich  ähnliche  Beweiw  dieses  Satcea  gesandt 
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und  weil  ^,  =  (>,  +  1  ist,  so  ist  der  erste  Factor  in  diesem  Ans» 
drucke  uegativ,  der  zweite  aber  positiv,  also  -^-^  cegaÜT. 
KnHlinh  ist  in  L,  aDcb 


IflSt       (  1         I  W  1  \ 


und  da  hier  (>,  =  (>,  +  1  ist,  so  ist  der  erste  Factor  positiv, 
zweite  n^atir,  und  aach  in  diesem  Falle  wird  also     -  . 
aoBfialleD. 

Der  negativen  Worzel  X*  entspricht  eine  periodische  Lösnug 
der  Differentialgleichangen,  and  es  exittiren  aI$o  für  aüe  p.  perio- 
diaeh»  Bahnen  m  der  XJmgebuag  von  L^,  £,  und  Z,, 

Die  QiuneriBche  AnflÖBnng  der  Qleichong  (4)  giebt  folgende 
Werthe  der  Wurzeln  ftr  /i  =  1 ,  /t  =  0.1  und  ^  =  1 ;  320000. 


Tabelle  IL 
X* 


1» 

A 

^ 

A 

1 

+88.68 

-16.63 

+8.6T1 

-3.531 

+  2.671 

-3.531 

0.1 

+  12.436 

-  1.482 

+4.695 

-3.091 

+0.253 

-1.261 

1:»80000 

+  6.413 

-   4.853 

+6.176 

-4.284 

0.000 

-IJWO 

Die  Orenzwerthe  der  Wurzeln  fUr  verschwindenden  Werth  von 
ft  wird  durch  die  Formel 

in  2/,  und  Z^f  and  dorcb 

(4")  X>  »  -  0.6  ±  0.5 

in  £,  ausgedrückt 

Die  periodischen  LSsongen  in  der  Nahe  von  L^  und  L^  lassen 
sich    leicht    diBcutiren.      Hit    den    gegebenen    Werthen    der   Ab- 
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leitangen  erhält  man  dieselbe  Gleichung  fOr  Jl  in  heiden  Punkten, 
nämlich 

(7)  4;i«  +  4(l  +/t);i»  +  27^  =  0. 

Die  Wurzeln  dieser  Gleichung  sind  reell,  wenn 

(1 +!»)'>  27^. 
d.  b.  wenn 

(8)  ft  <  0.0401 . 

Ist  n  kleiner  alfi  dieser  Grenzwerth,  so  sind  die  Werthe  f&r  X' 
beide  negativ  und  es  giebt  dann  zwei  rerschiedene  Gattungen  yod 
periodisclien  LdBai^;en.  Wenn  dagegen  p  >  0.0401,  dann  bat  man 
in  diesen  Punkten  keine  periodischen  Lösungen. 

BüBBAü  hat  1.  a  einige  numerische  Rechnungen  gemacht,  nm 
periodische  Bahnen  für  /t  =  1  in  der  Nähe  von  Z^  zu  soeben  und 
keine  gefanden,  was  zu  erwarten  war,  da  solche  nicht,  werngstons 
in  der  tuunittelbaren  Nähe  dieses  Punktes,  für  diesen  Werth  TOn  fi 
Torkommen. 

In  Z^  and  X,  sind  also  periodiecbe  Lösungen  nnr  für  sdir 
kleine  Werthe  von  /t  vorhanden.  Es  ist  deswegen  angemessen,  die 
Wurzeln  von  (7)  nach  Potenzen  von  (i  zu  entwickeln.  Wir  erhalten 
dann  fUr  die  eine  Wurzel  von  (7)  den  Ausdruck 

A»  =  _6.75/t- 38.8125^* 
und  f&r  die  andere 

i»  =  _  1  +  5.75^  +  38.8125  (i». 

Zu  jeder  Wurzel  i.  gehört  ein  entsprechender  Werth  von  A:B. 
Das  allgemeine  Integral  von  (1)  lautet 
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wo  Ai  und  B^  durch  die  Relation 


(10) 


'  SaBb 


mit  einander  verbnnden  sind. 

Vier  von  den  Coefficienten  Ä^  nnd  B^  köDnen  «iUkfirlicli  ge- 
w3Mt  werden.  Ich  will  B^,  B^,  B,  und  B^  als  diese  willkttrlichen 
Coustanten  bezeichnen.  Die  entsprechenden  WerUie  von  A^  werden 
dann  aus  (10)  erbalten. 

Eb  seien  k^  nnd  i^  zwei  conjngirte  rein  imaginäre  Worzdn, 
so  dass,  wenn 

»*  =  -  i* 

gesetet  wird,  die  entsprechenden  »,   und  »,  reeU  sind.     Zar  Äb- 
kürzong  setzen  wir  noch 


dSi 
''  dadb' 


Wir  trennen  in  Jj  nnd  A^  die  reellen  und  imaginären  Tbeile, 
indem  wir  setzen 

und  k&nnen  dann  schreiben 
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Es  ist  also 

/(jtft.»  +  Jj«'i«=  2o!,ccw»',  *  +  2«,  sin»,/. 

Wenn  die  willkUrlichea  CooBtanten  B^  nnd  B^  gleich  Null  ge- 
wählt werden,  so  eidstirt  also  eine  periodische  Lösimg  von  der  Form 

I^  =  2a,iMB*.l+  2a.fänv,t, 
fl  =  2ß^cos9,t+  2ß^änv^t, 

nnd  zwischen  den  Coefficienten  bestehen  hier  die  Relationen 

(in 

and  die  Gleichung  (3)  lautet 

{in  (t.»  +  r)(f»  +  .)  =  4n»r»  +  f». 

Aus  (11*)  und  (11**)  erhalten  wir 

(r,*  +  r)  {«,  ^,  +  a,  ^,)  =  -  <(/?,*  +  Ä*) , 

(V +  '•)(<'.'   +V  )-    (V  +  'll/^i'  +  A*)- 

Die  Gleichung  der  tod  P  beschriebenen  Bahn  wird  erhalten« 
indem  man  die  Zeit  aus  den  Gleichungen  (11)  eliminirt 
Mtui  erhält  in  dieser  Weise: 

I  «1.  «i  r   I  ^' "» r   I  '^'  M' 

oder 

<(«■ /'.-"■AJ'-W  +  A')  £'  +  («,'  +  «■")'" -2(«,A  +  «i«l>(, 

oder,  indem  wir  die  Werthe  yon  a  und  ß  eiofOhreu, 
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(12)  ü'  =  (.'  +  r)f"  +  (."  +  .),'+2/|,. 


(121  «■-^(iS.'  +  A")- 


Ziehen  wir  die  Werthe  toq  r,  t  und  /  ana  Tabelle  I  in  Be- 
tracht, finden  wir,  dass  die  Corre  (12)  i^  alle  LibrationBcentra 
eine  Ellipse  reprfisentirt 

In  -^1»  -^1  und  Z,  ist 

i  =  0, 

□nd  eine  Achse  der  Ellipse  liegt  also  in  der  Achse  der  {-Coordi- 
naten.    Wir  werden  später  zn  diesen  CurreD  zarQckkehrea. 

bi  L^  und  Zig  mfissen  die  Achsen  des  Ckiordinatenirfstems  ge- 
dreht werden,  so  dass  sie  mit  den  Achsen  der  Ellipse  zosammen- 
f&Uen.    Setzen  wir 

|i=xcoBd— ysind, 

»?  =  *  sin  fl  +  y  cos  6 , 

so  erhalten  wir  filr  den  Winkel  d  den  Werth 

(13)  tg2Ö  =  ^^, 

oder  nach  Tabelle  I 

(18^  lg2«  =  ±/3i^, 

WO  das  Zeichen  +  dem  Punkte  L^,  das  Zeichen  —  dem  Ponkte  Z, 
gehSri 

Da  die  Masse  /u  immer  kleiner  als  0.04  ist,  wenn  eine  perio- 
disdie  LSsnng  ezistirt,  so  ist  ans  (13*)  ersichtlich,  dass  der 
Winkel  6  wenig  von  ±30"  abweicht 

BU  eine  Achse  der  Ellipte  ist  also  nahe  gegen  die  gröuere 
Masse  (m,)  gerichtet,  die  andere  Achse  steht  senkrecht  zu  dieser  Linie. 

Fax  die  halben  Achsen  a  und  i  der  Ellipse  erhalten  wir 
die  Werthe: 
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^  =  [v*  +  r)co8»fl  +  (v'  +  <)Bm»Ö  +  (sinSÖ, 
^  =  (r»  +  r)8ia* fl  +  (»-»  +  «)C08»Ö  -  tsm2d, 

Aaadrflcke,  die  auch  in  der  Form 

^cob2Ö  =.  (**  +  r)cos*Ö  -  («-*  +  «)8m*Ö, 

^  cos  2Ö  =  (**  +  «)  cos*  ö  -  (v»  +  r)  sin»  Ö 

geachrieboD  werden  kttonea. 

Die  gensuea  Werthe  der  HalbacliBeD  könaen  leicht  erhalten 
werden.  Id  Anbetracht  des  kleinen  Werthes  von  ^  wenn  periodische 
LSsungen  Toriiommen,  ist  es  indessen  za  empfehlen,  sich  einer  Ent- 
wickelimg  nach  Potenzen  von  ^  zu  bedienen.    Es  ist  genähert 

C08*Ö  =  }  +  |,i, 

sin*  Ö  =  J- J/*. 
Weiter  ist  ^nan) 

In  Bezog  auf  y*  müssen  wir  zwei  ElÜle  nnterscheiden,  den 
zwei  Wurzeln  von  (II**)  entsprechend: 

1)      »■  =  6.76  p. 
Hier  ist 

<■■-    16    (|9,'  +  A1, 

s-_  tai.iß.'  +  ß,'). 


Bo  dass 

(14)  j  _  fr? 


„Google 


§  4.    Pmriodhehe  Lösungen  in  der  Nähe  der  Libratkmaoentra.      127 

Die  Excentaicität  der  EUlipse  ist  immer  nahe  gleich  der  Ein- 
heit    Der  gröSBte  Wertb  von  b:a,  der  rorkommen  kann,  ist: 

Max.  -^  =.  yöl2  =  0.35 . 

Ist  Dt,  die  Erde,  fOr  welche  wir 

p  =  1 : 320000 


Ist  ju  die  Masse  Jupiters  (wir  nehmen  an,  dass  m,  die 
Sonne  bezeichnet),  dann  ist  die  grössere  Achse  in  der  Ellipse 
19  mal  gr&sser  als  die  kleinere  Achse. 

Für  die  zweite  Worzel  von  {11*^ 

2)      »«=i-5.75|« 
hat  msu 

„,        64         S48 

und  weiter 

"■-"(/'.■  + AI- 
»■-tW +  ''.')• 

Beide  Achsen  bleiben  endlich  fttr  verschwindende  Werthe  von  fu 
Die  grosse  Achse  ist  das  Zwei&che  der  kleinen  Achsa 

Dnich  jeden  Ponkt  hinreichend  nahe  den  Punkten  L^  oder  L^ 
ist  es  also  möglich  zwei  Curven  zu  ziehen,  welche  zwei  TerschiedeDen 
periodischen  Lösungen  des  Problems  entsprechen. 

Wir  müssen  bemerken,  dass  die  Werthe  der  Halbachsen  der 
EHlipsen  in  den  zwei  F&llen  1]  und  2]  nidit  direct  mit  einander 
vei^eichbar  sind,  d&  ß^'  +  ß^'  nicht  nur  von  den  Anfangscoordi- 
naten,  sondern  auch  von  dem  Werthe  der  Wurzel  »  abhängt,  der 
in  den  zwei  Fällen  verschieden  ist. 
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Wir  wollen  a  und  i  diiect  durch  die  ÄB&ngBcoordinaten  aiu- 
drücken. 

Wenn  diese  mit  |g  uod  tj^  bezetcfanet  werden,  so  ist  nach  (11*") 

y^  (!»,*  + A')-J!'-(»'  +  '-)So'  + (»■  +  »)%=  + 2'!.  V 


Wir  woUeo,  der  Einfachheit  wegen,   annehmen,  dasa  «j^  =  0, 

dann   ist 

(16)  16r»»*(^,*  +  ft»)  =  (.*  +  r]'i„\ 

and  also  im  Falle  1) 


A'  +  Ä' 


and  im  Falle  2) 


"1,", 


80  dass  die  halben  Achsen  der  Eklipsen  folgende  Werthe  annehmen. 


In  allen  diesen  Formeln  hat  |g  dieselbe  Bedentong,  lüünlich 
die  £-CooTdinate  desjenigen  Punktes,  in  welchem  die  Ciure  die 
^-Acbse  schneidet. 

Wir  bemerken,  dass  fOr  alle  Carren  derselben  Familie,  die 
Excentricit&t  einen  nnd  denselben  Werth  hat,  n&mlidk  Bn  1]  ^1— 3p 
und  fttr  2)  yj. 

Die  kleinen  Achsen  der  beiden  Gnrven  sind  beide  endlich.  INe 
grosse  Achse  in  2)  hat  auch  einen  endlichen  Wertti,  dagegen  w&chst 
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die  grosse  Achae  im  Falle  1)  ins  Unendliche,  weon  |U  gegen  Null 
abnimmt. 

Es  ist  TOD  Interesse,  die  periodiaclieD  CnrreB  mit  Hinsiclit  aaf 
den  Werth  der  jAcofifschen  Constante  C  zu  classificiren.  £a  ist 
Dämlich  bemerkenB werth,  dass  jedem  WerÜi  tod  C  hdchsteos  eine 
periodiache  Gurre  in  der  Nähe  jedes  LibrationacentmmB  entspricht. 

Das  jAOOBi'sche  Integral  lautete: 

|'»  +  fl'*  =  2ß-6'. 

Wir  wollen  hier  C  dorch  die  Aufangscoordinaten  {^  und  % 
ansdrückeiL 

Äua  (11)  erhält  man 

II'  =>—  2»^«,  sin»,  I  +  2t',  «jCoavit, 
»/  =  —  2v,ßjamv^t  +  2v^ft^coB9^t. 
Setzen  wir  in  diesen  Gleichungen  und  in  (11)  t  =  0,  eihält  man 
S.  -  2«,. 

%  -  2A. 

lc,'-2»,<«„ 

Mittelst  (11*)  können  wir  |„'  und  »?„'  dnrcb  a,  nnd  /3,  aus- 
drücken und  danu  auch  durch  £g  und  jjg.    Uan  bat 

80  dass 

2»!.'-  '{.  +  (<^ +  ')«,, 

2»V--(v>  +  r)|,-  !,., 

nnd  also 

'"'&'  +  %'')-      [''  +  (»'  +  r)"]|.'  + 

+  [."  +  r  +  ."  +  .]2/|,,,,. 


(16) 
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Wenn  Q  nach  Potenzen  von  |  and  ij  entwickelt  wird,  so  erliält 
man,  indem  die  Relationen  g  2  (10}  in  Betracht  gezogen  werden, 

ß  =  2fi.  +  Tpl'  +  W'  +  2ä-,-9T*''  +  •  ■  •■ 

WO  iig   den  Werth  von  Si  in  dem  betreffenden  Librationscentmm 
bezeichnet 

Indem  wir,  wie  rorher,  den  Punkt  (|g,  t/^)  so  wählen,  daas 
)}„  >i  0  iat,  Bo  erhalten  vir 

(17)  e=2i2.+  [^--i,(l>+(.>  +  r)')]f.>. 

Ujt  den  schon  gegebenen  Wertben  der  Ableitungen  nnd  der 
Wurzeln  in  Z^  und  Z,  erhalten  wir  alao: 
im  Falle  1) 

im  Falle  2) 

Wir  lernen  aus  diesen  Änsdrilcken,  daas  solche  C-Werthe,  die 
etwas  gröater  als  2fi„  sind,  der  Currenschar  1)  angehören,  wogegen 
in  2)  die  C-Wertbe  etwas  kleiner  als  2ii^  sind. 

Die  Curven,  welche  der  Wurzel  1)  entsprechen,  wollen  wir  die 
PamiUe  d  von  Ourven  nennen,  und  die  Cmren,  welche  der  zweiten 
Wurzel  von  (11**)  gehören,  als  die  Familie  e  wm  (krven  bezeichnen. 

Zu  jedem  Werth  von  |„  gehören  zwei  Werthe  von  C,  wogegen 
nur  ein  Werth  von  |^  jedem  Werth  von  C  —  der  nicht  viel  von 
2ii^  abweicht  —  entspricht 

Wie  im  vorigen  Paragraphen  bewiesen  wurde,  ist  in  Z^  und  Z, 

[n*]  2ß„  =  3(l+/*). 

Dies  ist  der  kleinste  Werth  von  C,  fUr  welchen  reelle  Zweige 
der  HiLL'schen  Qrenzcurve 

2ß~C=0 
existiren. 


.y  Google 


§  4.    Periodimhe  Lösungen  in  der  Nähe  der  lAbratümeeentra.      131 

Hat  C  einen  Werth,  der  etwas  grösser  ale  dieser  Minimal- 
werth  (17*)  ist,  besteht  die  Q-renzcarre  ans  zwei  EniipHe-ähnlichen 
Zweigen,  welche  die  Punkte  X^  und  L^  omgebeD.  Die  Qleichungeo 
dieser  Ellipsen  sind 


Wird  diese  Ellipse  mit  der  Ellipse  (12)  reiflichen,  so  finden 
wir,  dass  die  Achsen  der  beiden  Ellipsen  parallel  sind.  Die  perio- 
dischen Gurren  von  der  Familie  d  umschliessen  also  die  ähnUchen 
Ellipsen,  welche  die  Grenzcnrve  für  C-Wertbe  etwas  grOsser  ab 
3  (1  +  ft)  bilden. 

fHlr  C  <  3  (1  +  |u)  ist  keine  GFrenzcurye  vorhanden.  "Es  gieht 
aber  auch  dann  periodische  L&stmgen,  n&mlich  die  Cttrven  von  der 
Familie  e.  Es  ist  von  Bttb&au  zuerst  bemerkt  worden,  dass  die 
Existenz  einer  Grenzcnrve  keine  nothwendige  Bedii^nng  für  das 
Vorkommen  von  periodischen  Lösnngen  ist 

Die  Un^ufszeit  von  P  in  ihrer  Bahn  kann  leicht  gefimden 
werden. 

Wird  die  Umlanfszeit  in  einer  Bahn  von  der  Familie  d  mit 
T^  und  in  einer  Bahn  von  der  Familie  e  mit  t^  bezeichnet,  ao  iat 
allgemein 


Die  Umlan&zeit  von  m,  and  m,  nm  den  gemeinsamen  Schwer- 
punkt war  durch  die  Gleichung 


gegeben,  ao  dass 
(18) 


Setzen  wir  hier  die  Werthe  von  v,  welche  den  Etilen  d  und  e 
entsprechen,  ein,  so  finden  wir  die  folgenden  genäherten  Werthe 
der  Perioden: 
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T5  =  r(l  +3.375/1). 

Die  Umlaufszeit  ist  dieselbe  för  alle  Carren  derselbeD  Familie. 
Für  die  Familie  «  iat  die  Umlanfszeit  nahe  gleich  T,  für  die 
Familie  d  ist  die  Periode  sehr  lang. 
Nehmen  wir  z.  B. 

ft=  1:320000, 

so  dass  in,  die  Erde,  m^  die  Sonne  bezeichnet,  so  hat  man 

r,  =  217.8  Jahre, 

Tj  =  1  Jahr  4-  5.546  Hiuaten. 

Wir  kehren  nun  zu  den  periodischen  Bahnen  in  der  Nahe  von 
X,,  Z^  und  X,  znrück.     Ihre  Gleichung  war 

WO  B'  d«]  Werth  (12*)  hat    Die  halben  Achsen  der  Ellipsen  haben 
die  Werthe 

in  Folge  der  Relation  (11**). 

Setzen  wir  den  Ausdruck  (15)  für  ß^*  +  ß^*  hier  ein,  so   be- 
kommt man 

(  «•  =  £•■. 
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Die  E^centricität  dieser  EHipsen  iet  also  tod  !„  nDabhängig, 
und  hat  also  fOr  sämintliche  Cnrven,  welche  einen  der  Ponkte  L^, 
L^  oder  £,  omschliessen,  denselben  WerUu 

Ans  den  AnsdrOcken  ftLr  r  und  $  in  Tabelle  I  folgt,  dass 

and  also  ist  &  die  halbe  grotie  Achse  der  Ellipsen. 

Die  halbe  kleine  Achse  a  ist  gleich  £„,  wie  erwartet  werden 
konnte. 

Unter  Anwendong  der  Wertbe  ans  Tabelle  I  erhalten  wir  die 
folgenden  namerischen  Werthe  der  charakteristischen  Constanten 
der  Ellipsen  um  £,,  £,  nnd  L,  für  ^=1,  ^=0.1  nnd  /ü=t:320000. 
Wir  bezeiclinea  mit  Dabwin  diese  Corven  bez.  als  die  Familie  a, 
b  und  e  von  periodischen  Ba&nen. 

Tabelle  HL 
Familie  a  von  perioditchen  Bahnen. 


!  ... 

^  =  0.1 

^=1:320000 

Tai 

+  15.366 

+  9.120 

-14.000 

-   6.044 

-   3.060 

+  16.63 

+   7.482 

+   4.Sfia 

v'  +  r 

+  50.63 

+22.87 

+  13.478 

r'  +  s 

+   2.63 

+    1.438 

+   1.293 

b:a 

4.S87 

3.98« 

3.227 

0 

0.974 

0.968 

0.9&1 

i:T 

0.341 

0.384 

0.479 

J' 

124»8 

13B'.0 

172».6 

r"  ist  der  Winkel,  den  die  Linie  m,  m,  in  derjenigen  Zeit  be- 
schrieben hat,  in  welcher  P  einen  Umlanf  in  seiner  Bahn  zurück- 
gelegt hat 
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Tabelle  IV. 

Familie  b  cor  periodischen  Bahrten. 


**-' 

^-0.1 

^-1:820000 

d'Si 

da* 

+   8.2B0 

+6.708 

+  8.884 

-   1.140 

-1.704 

-  2.942 

r* 

+  8.&S1 

+s.oei 

+  4.284 

w^  +  r 

+  11.811 

+9.79B 

+  13.11» 

»»  +  • 

+  2.S91 

+  1.887 

+   1.292 

b:a 

2.8S1 

2.859 

S.187 

e 

0.898 

0.989 

0.951 

z:T 

0.752 

0.5B7 

0.48B 

*• 

aw.B 

2U«.8 

175».0 

Familie  c  von  periodischen  Bahnen. 


;*=.l 

;*=.0.1 

,(=1:320000 

3'Ä 

+   8.280 

+  8.484 

+  S.000 

§6»^ 

-   l.UO 

-0.092 

0.000 

r» 

+   S.Ö31 

+  1.261 

+  1.000 

r*  +  r 

+  11.811 

+4.746 

+  4.000 

►•  +  . 

+  2.391 

+  1.169 

+  1.000 

b:a 

2.221 

2.015 

2.000 

e 

0.89S 

0.86» 

0.867 

.-.T 

0.752 

0.934 

1.000 

I» 

270''.9 

sae'-s 

860».0 
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Wir  haben  noch  die  Bichtusg  der  Bewegung  in  den  ver- 
schiedenen Bahnen  zu  bestimmen.  Es  ist  f&r  diesen  Zweck  ge- 
nügend 1^0  =  0  za  setzen,  in  welchem  Fall  die  Richtung  durch  das 
Zeichen  von  i}^  bestimmt  ist.    Es  ist  aber 

Da  das  Zeichen  von  «^  +  r  für  alle  Gurren  positiv  ist,  so 
werden  s&mmtliche  Gurren  in  einer  Sichtung  beschrieben,  die  der- 
jenigen Bichtung  eu^;egengesetzt  ist,  in  welcher  die  Bewegung  von 
in,  und  m,  um  den  gemeinsamen  Schwerpunkt  stattfindet. 

Mittelst  (17)  kann  man  die  jAOOBi'sche  Constante  durch  den 
Änfangswerth  |q  der  Goordinate  f  ausdr&ckeo.  Man  bekommt 
hieraus 

Tabelle  VI. 

ffertiie  der  JjoQB^tchen  Coiutante. 


FuüUe 

ft=  l 

.  =  0.. 

ft- 1:320000 

8.500 -28«.0    V 

4.01B3- 103.5    V 

3.0009264-86.23  {(,' 

7.412-     9.16  V 

3.8876-   15.12  {,» 

3.0009227-34.16  V 

7.412-     8.16  V 

3.4905-     1.68  V 

3.0000156-   1.00  V 

- 

- 

3.0000094+      tV  V 

- 

- 

3.0000094-      ^  f„' 

Durch  jeden  Punkt  in  der  Umgebung  von  Z,,  Z^  und  £,  kann 
man  eine  —  und  nur  eine  —  periodische  Gurre  der  ersten  Glasse 
legen.  Die  JAOOBi'sche  Constante  ist  für  die  Curven  von  der 
Familie  a  immer  kleiner  als  C^^,  was  ja  nothwendig  ist,  weil  die 
Grenzcurre  &ir  C=  C^  einen  Doppelpunkt  in  Z^  besitzt  Aus  ähn- 
lichem Gmnde  muss,  fttr  die  Familie  &,  0  kleiner  als  C^,  fttr  die 
Familie  c,  C  kleiner  als  <7,  sein.  Durch  jeden  Punkt  in  der  Um- 
gebung von  L^  und  Z^  können  dagegen  immer  zwei  periodische 
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BaliQen  gelegt  werden,  die  eine  —  von  der  Familie  d  —  Ton  aelir 
langer  Periode,  die  mit  abnehmendem  Werthe  von  [t  ins  Unendliche 
irächet,  die  andere  mit  einer  Periode  etwas  länger  als  die  Umlaufs- 
zeit  von  i»j  und  m,  um  den  gemeinsamen  Schwerpunkt 


/l.IO 


3  Bahnen  in  der  Nfifae  der  Libratioi 
L,,  L,  und  L^ 


Die  in  den  Tabellen  III,  IV  und  V  berechneten  Gurren 
sind  in  der  obigen  Figur  wiedei^egeben.  Der  Abstand  der 
Schnittpunbte  der  Cuireo  mit  der  |- Achse  Tom  entsprechenden 
Librationscentrum  ist  fßr  alle  Curren  ^eicb.  Die  Gurren  um  X, 
sind  etwas  verzeichnet,  insofern  sie  für  ^  =  0.1  and  |U=  1:320000 
im  MaasBstabe  der  Figur  fast  zusammentallen  mUssen. 

Die  periodischen  Bahnen  um  Z^  in  Fig.  8  sind  ^  fi  =  O.Ol 
gezeichnet,    da  die  grosse  Achse   der  Ellipse  der  Familie  c  filr 
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Fig.  8.    Periodische  Bahn< 


^  =  1:320000  allzngroBB  sein  würde.    Die  beiden  Curven  echneideD 
sich  in  einer  dorch  Z^  parallel  der  |-AcliBe  gezogenen  Ldnie, 


5  5.    PBriodlsche  Lftsungen  in  der  Umgebung  der  Maeeen. 


Wenn  der  Asteroid  F  mit  m^  oder  m^  zusammenfällt,  wird  (>, 
oder  ()j  gleich  Nnll  nnd  also  Q  unendlich  gross.  Die  Potential- 
fonction  Ü  lässt  sich  also  in  den  Funkten  m,  und  m,  nicht  nach 
steigenden  Potenzen  der  Coordinaten  entwickeln.  Die  IJntersnchung 
der  periodischen  Bahnen  in  der  Umgebung  der  Massenpnnkte  ist 
deswegen  mit  bedeutend  grosseren  Schwierinkeiten  verbunden  als 
die  Untersnchnng  der  Bahnen  in  der  Umgebung  der  LibraUona- 
centra.  Das  hier  vorliegende  Problem  kann  auch  nicht  als  völlig 
gelöst  betrachtet  werden,  obgleich  sehr  tie^hende  und  höchst 
interessante  Untersuchungen  von  Hill  wichtige  Eigenachalten  der 
Lösungen  entdetM  haben. 

Wird  der  Anfangspunkt  der  Coordinaten  in  den  Schwerpunkt 
von  m,  und  m,  gelegt,  so  lauten  die  Bewegungsgleichungen  fOr  P; 
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iPx       „      dH  ,  dU 


wo  wir  noch  die  Einheiten  fOr  Masse  und  Abstand  unbestimmt 
lassen,  dagegen  di«  Attractionaconatante  gleich  Eins  setzen.  Es 
ist  also 

wo  a  den  Abstand  zwischen  m,  und  m,  bezeichnet    Eb  ist  hier 

und  also: 

-»,?,■  + 'S  (■,■-(■», +  '»J(«'  +  y')  +  ^^<.'. 

oder  unter  Berücksichtigang  von  (1*) 

Setzen  wir  also 
so  können  wir  die  Bewegungsgleichunges  in  der  Form 
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schreiben.  Dirae  Oleichuugeu  gehen  fttr  a  »  1  =  »4  in  die  Glei- 
chungeD  §  2  (6)  über.  Indessea  wollen  wir  erst  später  die  Wahl 
der  Einheiten  treffen. 

um  die  Bewegung  in  der  Umgebung  einer  der  Hassen,  z.  B. 
m,,  za  ontersuchen,  setzen  wir 


»  +  i. 


(3)  j 

mid  erhalten 

(<) 


wo  Si  noch  dnrch  (2*)  gegeben  ist 

Alle  Glieder  in  Si  mit  AoBDahme  von 


^  =  - 


lassen  flieh  nach  Potenzen  tod  £  und  «7  entwickeln. 


und 


.(»«  +  (,■ -2»!)-' 


1'  +  ^ 


iJi^ 


Laflsen  wir  die  coDataoten  SUeder  and  Glieder  tob  der  dritten 
und  hölieren  Ordnung  weg,  so  ist  also 
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isv; 


Wir  verfilgeii  jetzt  über  die  Einheiten  ftr  Abatand  und  Haas« 

in  der  Weise,  daas 

(6)                                              «  =  ■»,  =  1, 

und  erbalten  also 

'''  =  '^'  +  ?F^-^^"  +  V"'' 

In  Folge  der  gemachten  Wahl  der  Eänhdten  ist  der  Abstand  a 
zwischen  m,  und  m,  durch  die  Formel 

(6*1  a  =  >'l  +  m, 

gegeben.     Sind  z.  B.  die  beiden  Hassen  einander  gleich,  so  ist 
a=  y2,  und  wenn  m^  =  Sonne,  m^  =  Erde  ist,  so  bat  man 

(6*^  a  =  ^r+ 32ÖÖÖÖ  =  68.4. 

Die  Dtfferentialgleichmigen  (4)  lauten,  mit  den  angenommenen 
Einbeiteo, 


m 


,df 


,-0, 


welches  die  Differentialgleichungen  fUr  die  Bewegung  von  P  in  der 
Vmgebang  tkr  Matte  m,  tmd. 
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§  5.     Periodische  Lösangen  in  der  Umgtbtmg  d«r  Massen. 
Fttr  die  GleichongeD  (7)  exütirt  das  Integral  von  Jacobi: 

(«)      (4fr+(4fr=M'-rf.)P  +  r,'^''-'^.. 

und  für  die  Hiu.'sche  Grenzcime  gilt  also  hier  die  öleichnng: 


(81 


0- 


Vä-t 


,+    3. 


Die  Untereachniig  ron  Hill  Qber  die  periodiBchen  Bahnen  in 
der  Nähe  der  Hassen  bezieht  sich  auf  den  Fäll,  dass  m,  sehr 
groBS  im  Verhältniss  za  m,  ist  Seine  Methode  kann  indessen  f&r 
einen  heliebigen  Werth  von  m,  benntzt  werden.  Wegen  der  grossen 
astronomischen  Wichtigkeit  des  von  Hill  behandelten  Falles  werde 
ich  mich  hier  anf  diesen  Fall  bescbiänken. 

Ist  ni|  dehr  gross,  so  findet  man,  dass  die  letzten  G-lieder  der 
G-leichoDgen  (7)  viel  kleiner  als  die  vorhergehenden  sind.  Da  diese 
Gleichungen  anter  der  Voraussetzung  erhalten  worden  sind,  dass 
man  die  Glieder  dritter  oder  h&heier  Ordnung  in  ii,  also  die  Glieder 
zweiter  und  höherer  Ordnung  in  (7]  vernachlässigt  hat,  so  ist  eine 
consequente  Folgerung  hieraus,  dass  auch  die  Glieder 


1  +  TO, 


f&r  sehr  grosse  Wertbe  von  m^ ,  in  welchem  Fall  sie  mit  |^  und  t/' 
vergleichbar  sind,  vernachlässigt  werden. 

Unter  dieser  Voraosetzong  nehmen  die  Gleichungen  (7)  folgende 
Form  an 


f'-l'  +  n'- 


-0, 
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Eb  Bind  dies  die  Gleichungen,  die  von  Hill  seinen  Untersncbnngen 
za  Sninde  gelegt  werden.  Sie  gewähren  das  Eigenthltmliche,  ron 
jedem  Parameter  frei  za  sein  und  werden  deswegen  als  die  caoo- 
'  nischen  Differentialgleichungen  des  Problems  betrachtet.  Diese 
EigeuBchaft  hängt  mit  der  Wahl  der  Einheiten  fOr  Masse  und 
I^nge  ZQBammen  und  Htt.t.  nennt  aus  diesem  Grunde  diese  E^in- 
heiten  canonische  E^heiten.  Wir  bemerken  aber,  dass  diese  Eigen- 
schaft rerloren  geht,  wenn  die  Massen  m^  und  m,  von  derselben 
GrOssenordnang  sind,  in  welchem  Falle  die  Gleichungen  (7)  benatzt 
werden  rnüasen. 

Ans  (9)  erhält  man  das  Integral 

Die  Gleichung  der  Grenzcurre  ist  also 
(KT)  |  +  3f*-C  =  0. 

Diese  Curve  ist  natOrlich  eine  vereinfachte  Form  der  allge- 
meinen Grenzcorre  fär  das  asteroidiscbe  Drei-Körperproblem,  die 
wir  in  §  3  aasfUhrUch  discntirt  haben.  Wir  können  uns  deswegen 
in  Bezug  auf  die  E^nachaften  von  (10*)  kurz  £EisBen. 

Jedem  Werth  TOn  |  entspricht  ein  bestimmter  Werth  von  q  ■ — 
die  Grenzcurve  iet  also  symmetrisch  zur  f-Achse.  FOr  jeden  Werth 
von  (>  erhält  man  entweder  keinen  Werth  oder  zwei  Werthe  von  |. 
iDiese  Bind  einander,  dem  absoluten  Betrag  nach  gleich,  haben 
»Mr  Terschiedenea  Vorzeichen.  Die  Gnrre  ist  also  aacii  zur  q-Achse 
symmetrisch. 

Die  Cnrve  ist  eine  algebraische  Curre  Q*^  Grades. 

Die  |-Coordinate  kann  nicht  beliebig  gross  werden.  Der 
Mazimalwerth  ist  offenbar  durch  die  Ungleichheit 


-l/l<s<l/| 
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g^eben.     Wenn  ij  ins  ÜDendliche  i^clist,  nähert  sich  |  einem  von 
diesen    Orenzwerthen    und    die   Gurre    hat    also    zwei    geradlinige 

Asymptoten  parallel  der  r/- Achse  im  Abstände  |  =  ±l/-^- 

Zwischen    diesen   Linien   hängt    der    Verlauf   der   Carve    vom 

WerÜie  von  C  ab. 

Die  i]-Acfase   wird   nar   in    zwei  Punkten   geschnitten,   welche 

durch 


(11) 


i^±-, 


Fttr  die  Schnittpunkte  der  Gurre  mit  der  Z-Achse  erh&lt  man 
die  Gleichung  dritten  Grades 


(12) 


r-ici  +  j-o. 


Ist  C  sehr  gross,  so  besteht  die  Gurve 
aus  einer  sehr  kleinen  geschlossenen  Gurre 
am  m,  und  zwei  Zweigen,  welche  sich  den 
Asymptoten  nähern  {Fig.  9). 

Wenn  Cabnimmt,  so  kommt  man  zuletzt 
zu  einem  Werth  C, ,  für  welchen  die  innere 
Cmre  und  die  äusseren  Curven  znsammen- 
fliessen.  Die  Gleichung  (12)  muss  dann 
eine  Doppelwurzel  haben.     Dies  findet  fUr 

C  =  4.326. 
Der  entsprechende  Werth  für  |  ist 


<} 


(13) 

statt,  d.  h.  fftr 


(IS-) 


l-iji;- 0.6934. 


Die   so   bestimmten  PunMe  falleo   mit  den  LibratioDspnnkten 
X,  and  Z,  znstuumen  (Fig.  10). 
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Ist   C  <  4.326,    so  besteht   die  Grenzcurve  aus  zwei  offenen 
Zweigen  (Fig.  11]. 


Fig.  10. 
GreQKcnrve  für  0  =  3V9. 


Pig.  11. 
ve  fflr  C  <  3  \/B. 


So  oft  £7 >  4.326  ist,  muss  eine  beliebige  Bahucurre  in  der 
Umgebung  von  m,  innerhalb  der  kleinen  Grenzcurve  bleiben  upd 
man  sf^  dann,  dass  die  Bewegung  itabä  ist. 

Betrachtet  man  das  System  Srde — Sotau,  so  ist  der  Ab- 
stand zwischen  ntj  tmd  m,,  in  canonischen  Einheiten  ausgedrQckt, 
wie  schon  bewiesen  ist,  gleich  68.4.  Der  Librationspunkt  liegt 
also  im  Abstände  ~~^  von  m^,  was  mit  dem  in  §  1  eiiialtenen 
Besultate  flbereinstimmt 

Bei  der  Au&uchnng  der  periodischen  Lösungen  der  Differential- 
gleichnngen  (9)  kann  man  zunächst  zwei  verschiedene  Wege  ein- 
schlagen.' Entweder  geht  man  von  gewissen  Anfangsznständen 
aus,  berechnet  mittelst  mechanücher  Quadratur  die  entsprechende 
Bahncurve  und  variirt  dann  die  Anfangszust&idde,  bis  man  zu  einer 
Curve  gelangt,  die  in  sich  selbst  zurückkehrt.     Oder  man  setzt  in 


'  £b  giebt  natürlich  aach  andere  Methoden,  die  hier  mSglicherweiBe  eot 
Anwendimg  kommen  kSnnen,  z.  B.  solche ,  die  anf  rdn  analj'tiBchen  Betrach- 
tangen  bemhen. 
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(9)  te  ^  und  t}  periodiscbe  Beitkeo  ein,  und  neht  mitt«lst  der 
Oieichongea  (9)  die  Ooettmenlen  in  diesan  Baifafin  xa  bestimmen. 

In  Betndit  der  compUcdrten  Beschaflenhat  der  GleicbnngeB  {9f 
Bchen^  ee  a  priori  kaam  erapriesslicih,  den  letzteren  too  dieseo 
Wegra  zn  varsQcbeiL  Micbtsdesioweniger  h»t  Hill  die  Etimheh 
gehabt,  dies  Problem  anzn^reifeo,  osd  es  ist  ihm  auch  in  der  That 
gelangen,  die  Schwierigkekan  dee  Proibtema  zn  fiiierwindeii,  und  «s, 
wenigstens  in  einem  fUr  die  Praxis  sehr  wichtigen  Fall,  allgaBein 
za  lösen. 

"Ein  HanpthindemisB  fOr  diese  Behandlnngaweise  U^  in  daa 
Vorhandensein  in  den  Differentialgleichungen  von  negatiren  Potenzen 
des  AbstandcB  p.  Eis  liegt  anf  der  Hand,  dass  es  in  der  That 
nnüberwindlich  vrilre,  BecnrBionsformeln  für  die  CoefGdenten  aaf- 
znstellen,  wenn  es  notbwendig  ist,  sich  der  Gleichnngen  (9)  direct 
zn  bedienen. 

Diese  Schwierigkeit  Qberwindet  Bill  in  der  Weise,  dass  er 
mittelst  des  JAOOBi'schen  Integrals  I  :^  aus  den  DifferenUalgleichnngen 
wegschafft.     Diese  Elimination  geschieht  in  der  folgenden  Weise. 

Indem  man  die  beiden  öteichnngen  (9)  mit  bez.  —tj  und  ^  tind 
mit  bez.  £  and  ^  mnltiplicirt  and  die  Besnltate  addirt,  erhält  man: 


(14) 


Das  jAOOBfBcbe  Integral  giebt  aber 
und  mit  Hilfe  desselben  kann  die  zweite  Gleii^niiig  (14]  in  det  Form 


("•j 


geschriebm  wwden. 
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Die  Gleichung  (14*]  und  die  erste  GHeichimg  (14)  kSimen  zn- 
Bammeu  die  ursprQuglicben  DifferentialgleichnngeD  (9)  ersetzeo.  Die 
Coustante  C  wird  als  gegeben  betrachtet.  Indem  man  hier  fOr  | 
und  17  anendliche  Fousiim'Bche  Beihen  einfahrt,  bekommt  man  fOr 
die  Coefficienten  BecoTBionsformeln,  die  zwar  alle  eine  anendliche 
Zahl  Ton  Coefficienten  enthalten,  die  aber  nur  vom  zweiten  Grade 
sind.  Die  Öleichangen  (9)  würden  za  Becorsionsformeln  vom  achten 
Grad  geführt  haben. 

Die  Aafetellang  der  Recarsionsformeln  wird  von  Hill  in 
folgender  Weise  aaagefikhrt 

Zuerst  führt  er  fikr  |  and  ^  zwei  neae  abhängige  Veränderliche 
u  and  I  durch  die  Gleichungen 

f  u^^  +  'f^n, 

(15) 

l  *  =  I  -  /:n"fl 

ein,  BO  daBS 

B»  =  |»  +  9»  =  p», 

and  erh&lt  die  neuen  Gleichungen 

^ +2  VITT^  + -!V -■?-(«  +  ,)  =  0, 

dt*   ^      '  dt         («*)■'■         2^     ^    '  ' 


(16) 


df  '  dt         («.)'•         2^  ' 


Eb  ist  auch  angemessen,  fOr  t  eine  neue  aaabh&ngige  Ver- 
Snderliche  einzuführen. 

Wenn  n&mlich  za  diesen  Gleichungen  ein  periodisches  Integral 
mit  der  Periode 


existirt,  eo  können,  nach  dem  Theorem  von  Foitbieb,  die  Coordi- 
naten  nach  den  positiTen  and  den  negativeD  Potenzen  von 
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vo  t^  eine  IntegrationBconstante  bezeictmet,  entwickelt  werden. 

Der  Werth  der  Zahl  v  ist  vorläufig  nnbeHtimmt. 

Wird  mittelst  (17)  ^  als  unabhängige  Yeiänderliche  eingeftthrt, 
bekommt  man  die  folgenden  Differentialgleichungen 


(18) 
oder 

(IS") 


("  +  <)  =  0, 


''    ilf      '  'dt       (..) 


«■f- 


»'£- 


dt       («.)'■      !  '         ' 


Ee  ist  TOrtheilliaft,  das  folgende  tod  Hill  benntzto  Symbol 
emznfillireii: 


(19) 

80  dass  nach  (18*) 


J-C 


dt' 


2       («.)'''l 

[  2       («.)■'■]  2 

oder,  wenn  man 


eetzl, 
(191 


l  2  (».)■'•]         2 


i>' -2  in  5  + im" 


(«.)■'•] 


i  +  im'n-O. 


„Google 


148  Ptriodiaehe  Uinmgtn. 

Das  JAOOBfache  Integral   lautet    mit    den    eingefDluien  Ver- 
änderlichen: 


(20) 


JtuDt  +  ^  +  —n*{u  +  tf  =  C. 
yua        4 


Das  Glied  1 :  (u  i)*'>  wird,  mit  Hilfe  voa  (20),  in  folgender  Weise 
ans  (19*)  elimioirt 

Uaa  mnltipliairt  die  QleicliiiBgen  (19*)  mit  bei.  »  nnd  «,  addirt 
und  snbtrahirt,  und  erhält  dann  die  Oleichongen 

u7»**  +  *7»»u-2m(w2)«-«i>t()  + 


+  -S-»n'(t(>-*»)  =  0, 
oder  wenn  (2(^  zn  der  ersten  dieser  Glelchnngen  addirt  wird: 


(21) 


uB't  -\-tJ)'u  +  J)mJ)i  —  2m{uJ)t  —  sßit] 

+  {»■'(■. +  .)>=C, 
uj>'t  -  iJfu-^ZmiuSt  +  tSu) 

+  Jm'(«"-t")-0. 


FOr  das  Sjmbol  2)  gilt  das  Bechengesetz 
I){al))  =  ajDl>  +  l'2)a, 


2)(i<  J).  -  »D«) -«£■.- «i)»«, 


„Google 


§  5.  Periodische  Lanaifftn  in  der  Vmgebunff  der  Maaeen.  149 
und  fol^ch  erh&lt  m&n  ans  (21): 

ID^{ua)  -  SuDa  -2m{u2)a  -  aBu)  +  \m*[u  -^^  a)*  ~  C, 
D^uBi-aDu  —  imual  +|n,»(u»-#^  =0, 

in  welche  elegante  Form  Hill  die  Differentialgleicbnngtn  gebraoht 
hai,  nud  welche  öleichungen  ee  eilimben,  die  BecuraiontfonuelQ  fOr 
die  Coefficienten  ziemlich  leicht  an&nsteilen. 

Von  den  periodischen  Bahnen,  die  sich  mit  den  gegebenen 
Difi^tranÜalgleichnngen  Tereinbaren  lassen,  werden  wir  dittjetugen 
betraditen,  welche  zn  irgend  einer  Zeit  die  AchM  der  |-Coot- 
dinaten  aaüa-edu  sdineiden.  Zn  dieser  Kategorie  von  Bahn* 
cnrven  gehören  diejenigen  Bahnen,  die  nach  einem  Umlanf  tod  P 
um  tRj  in  sich  selbst  zorttckkehren.  Wird  f&r  die  Integrations- 
coastante  ^  ein  solcher  Werth  gewählt,  daas  die  Achse  der 
I-Coordinaten  zor  Zeit  t^  Ton  der  BahBcorre  senkrecht  geschnitten 
wird,  so  wird  offenbar  für  eine  solche  Corve  die  I-Coordinate  durch 
eine  FocaiBR'sche  Reihe  ansgedröckt,  welche  nur  die  Casiaua  der 
Vielfachen  von 

enthiUt,  wogegen  die  «j-Coordinate  durch  eine  entsprechende  Sätua- 
Beihe  dargestellt  wird.  Hill  b«Bchribnkt  seme  üntersndLong  auf 
solche  Bahnen,  die  zur  Zeit  ^  zur  Achse  der  {-Coordinaten  senk- 
recht sind. 

Es  leigt  sich,  dass  üian  in  dioBOm  Falle  FotnuHt'säM  Beihm 
mit  nur  ungeraden  Vielfachen  von  v(r—  ^)  ansetzen  kmUk,  so  daas 

I  =  ^ga)Bv((—  (,)  +  4,  cos3i»((  — i^  +  ^,ooB5»(<-»  (;J  +  •-.  , 

»7  =  ^0 ain  w (*  -  ^)  + -B,  sin  3»(*- *J  +  5,  ain5f'{(- (J  +  ...  , 
oder  wenn  man 

J,  im  a,  +  o_j_i 
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setzt  nnd 
(28) 
einfiUirt: 

(24) 


Periodisehe  ISmtngen, 
l  =  2'^coB(2.-+l)r, 


Fahrt  man  hier  noch  die  durch  [17]  definirte  Vetftnderlidie  £ 
nnd  gleichzeitig  u  and  i  ein,  bo  wird 


(26) 


welche  Beihea  in  (22)  einzoftthreo  sind,  nm  die  gesachten  BecorsionB- 
formeln  ftlr  die  Coeffioientea  a^  xa.  erhalten. 
Werden  zwei  Potenzreihen  von  der  Form 


mit  einander  mnltiplicirt,  so  wird  das  Prodnct  eine  Fotenzreihe  tod 
folgender  Form 

ond  da  weiter 


so  erhalten  wir  folgende  Reihen  f&r  ut,  u*  o.  b.  w. 
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B^B, 2[^(2.-  +  1)(2.--  2;  +  l)«,a,_J  j?*, 

.  J.  -  .a«  =  -  2[^(4i  -  2j  +  2)«,o,_Jpi, 

and  weiter: 

(«  +  •)■-    ^[^■■.('■_t,-,+»-,-i-,+2<.^;]£", 
«■-«■-  ^[^•■.('"-.*,-.-°-,-^,)]f". 

.B<,-,B>u  —  2[^2;(«-2i  +  2)«.",-J!?'. 
=    J)(»i)»-«J)»). 

In  dieeen  Formabi  mOasen  t  und  j  alle  ganzen  Zahlwertbe 
zwischen  — oo  nnd  +co  annehmen. 

Setzen  wir  nun  die  obigen  Aosdracke  in  (22)  hinein,  nnd  be- 
Btimmen  wir  die  a^  in  der  Weise,  dasa  der  Coefficient  von  ^^i  ver- 
schwindet, so  erhalten  wir  die  folgenden  BecnrsianBfomieln: 

2W«,o,.j  +  (2i  +  l)(2i-2J+l)o,o,_j  +  2»(4i-2j  +  2)ii,o,_j 
*^^  ^2J{-  (4.-  -  2/  +  2)  -  2»)  «,.,_j  +2=^a,(«_,tj.,-a_^^,)] 
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(27) 


Diese  Formeln  gelten  für  alte  Werthe  von  j  zwisclien    —  oo 
and  +00  mit  Aosnahme  von  j  =c  0,  for  welchen  Werth  man  ertiält: 


(2fl) 


2[(2>  +  1)»  +  4(2i  +  l)m  +  4m»]  V  + 


Die  01ei(^imgen  (27}  und  (2^  »d  nicht  von  einander  nnab- 
hängig.    Dies  zeigt  aich  folgendermaasen. 

Wird  (27)  mit  2,  (28)  mit  %  nnltiplicirt  und  die  Beenltate 
Bobtrahirt  nnd  addirt^  so  erhält  man 


(80) 


(31) 


2[8''-8i(4;-l)+2(y'-16i+2+4»i(4>-6;+2)+9"']'",«i-j 
+  29»i'<i|a-w-i-0, 

*2[8i'+  8i(2j  +  l)-4;'+  8;  +  2  +  lm[ii+j  +  2)  +  9».«]o,a,., 


Uao  fiadst  aber  leicht,  dass  diese  beiden  Gleb^migen  idea- 
tiech  sind.  Wenn  nämlich  in  (30)  t  gegen  t  + ;  Tertanscht  inrd, 
und  dann  j  gegen  —j,  Bo  geht  diese  Oleicbnng  in  (31)  ober.     Ea 
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ist  aleo,  wenn  j  sowohl  poBitive  wie  oegaüve  Werthe  annimmt, 
nicht  nCthig,  mdrr  als  eine  dieser  GUachangea  zu  betrachten. 

Die  Gleichnngen  (31)  uid  (29)  Tept^enttren  ein  System  von 
nnendlidi  vielen  Gleichungen  zweiten  Qrades,  zwischen  denen  eine 
unendliche  Zahl  rou  CoeMcienten  a^,  a^\,  a^a  n.  a.  w.  zn  eliminiren 
ist  Hill,  der  ein  Meister  in  solchen  Eliminationen  ist,  schreckt 
nicht  Tor  dieser  Angabe  zorUck.  Er  ist  indessen  dabei  ge- 
xwimge»,  eine  E^insc^uinkimg  im  Probleme  za  matten.  In  den 
ebigwi  BediDgBDgsgleidiui^en  kommt  aosaer  dem  Coefficienten  a^ 
vbA  den  ganzen  Zahlen  i  und  j  eine  Grösse  m  tot,  die  als  «n 
Pf^amoter  betraditet  werden  kann.  Die  Co^cienten  a.  nnd  a, 
Btnd  ak  Faneticn«!  dieses  Parameters  za  bvtsrachtmi,  ond  zwar 
l&sst  sich  a  priori  erwarten,  daea  diese  Fanctionen  einen  sehr 
complicirte>  C%anikt«r  haben.  Einen  allgemeinen  Aasdruck  f&r  a„ 
der  fOr  alle  Werthe  Ton  m  gUttig  ist,  herzastellen,  ist  kaum 
mö^ch.  Han  hat  deswegen  nSthig,  den  Werth  von  a^  in  der  Um- 
gebung eines  bestimmten  Werthes  von  m  zu  nntereachen,  and  zwar 
l&ast  sich  diese  Dsteimtdiiuig  Terh&ltmBamftasig  leicht  in  der  Um- 
gebung Ton  m  =  Q  ausfObren.  Die  entsprechenden  Reihen  sind  fltr 
die  Anwendungen  auf  praktische  astronomische  Probleme  sehr 
wichtig  und  werden  von  Hill  ausführlich  anseinandergesetzt 

Da  die  P^ode  die  Länge  2 um  hat,  so  handelt  es  sich  bei 
kleinen  m  um  solche  Bahnen,  die  nach  kurzer  Zeit  —  und  zwar 
einem  einzigen  Umlauf  um  m,  —  in  sich  selbst  zurQckkehren.  Es 
nnterliegt  aber  keinem  Zweifel,  dass  auch  periodische  Bahnen  von 
längerer  Periode  existiren  —  wir  werden  in  einem  der  folgenden 
Paragraphen  diese  Bahnen  von  einem  anderen  Gesichtspunkte 
stadiren-  —  und  von  ganz  besonderem  Interesse  sind  die  Bahnen, 
die  sehr  grossen  Werthen  von  m  entsprechen.  Es  wäre  deswegen 
sehr  wichtig,  die  Lösung  der  Gleichungen  (31)  in  der  Umgebung 
Ton  111=00  zu  Qutersuchen,  obgleich  diese  Untersuchung  mit 
Siihwierigkeiten  verbunden  zu  sein  scheint.^ 


'  £b  wird  eititt  wnlme&ehilich  zeigen,   das«  die  PocKiKB'jsdieD  E^en  i 
ttagUoli  eted,  nn  hJcIm  Babactcrren  daMiutedlen. 
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Was  die  Entwickelnng  in  der  Umgebnng  von  m  —  0  betriff^ 
80  findet  man  unBchwer,  dass  die  B«ilieQ  für  a,  Ton  der  Form 

(32)         I  '  w         J  J 

Bind,  wo  ce  .<*)  gewisse  Zablencoefficienten  bedeateo.  HnJi  sacht  ab«r 
nicht  direct  die  Form  von  a±j  als  Potenzreihen  nach  m,  sondern 
schttgt  einen  anderen  Weg  ein,  der  gewisse  praktische  Vortheile  hat 
Wird  in  (90)  and  (31)  t  gleich  Null  and  gleich  J  gesetzt,  so 
findet  nuiD,  daas  diese  Qleidinngen  die  folgenden  Glieder  enthalten: 

[   20j'  —  16j  +  2  -  4(5j  —  2}m  +  9m']a^a,j 

+  i-*j*~    6j  +  2-i{  j-2)m  +  9m']a^a. 
in  (30)  und 

[-4/+    Sj  +  2  +  4[  j  +  2)m  +  9m*]a„a.f 
+  [   20/  +  16j  +  2  +  4(bj  +  2)m  +  9m']a^a. 
in  (31). 

Mau  findet  weiter,  dass  in  (30)  nnd  (31)  auch  andere  Glieder 
Torkommen,  die  mit  a,  nnd  a_,  moltiplicirt  sind,  dasB  aber  diese 
Glieder  von  der  Form 

sind,  oder  mit  einer  h&heren  Potenz  von  m  als  der  vierten  molti- 
plicirt sind. 

Ausserdem  geht  hervor,  dass  sämmtliche  Glieder  in  (30)  nnd 
(31),  nnter  Voraassetzung  der  Form  (32)  fOr  die  Ooefficienten, 
wenigstens  von  der  Ordnung  ra'i  sind,  nnd  dass  in  den  Gliedern 
von  der  Ordnung  m^^  nur  die  Ooefficienten  a^,  a±i,  a±3,  ...,  a^j 
Torkonunen.  Diese  Gleichungen  sind  also  geeignet^  durch  saccessive 
Ann&heroDgan  die  Ooefficienten  a±j  zu  bestimmen. 

Zn  diesem  Zwecke  verschafit  sich  Hill  zuerst  Gleichungen, 
die  nur  a.  und  nicht  a^y  enthalten,  wenigst«n8  nicht  die  Glieder 
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TOB  der  Ordnung  m^J  in  a-j,  was  man  offenbar  dadnrclL  erh&lt^  dasB 
man  die  Gleichung  (30]  mit 

nnd  die  Gleichung  (81)  mit 

-  20^'»  +  16j  -  2  +  4(5^-  -  2)m  -  9m» 

moltipHcirt  nnd  die  Bcsoltate  addirt 
Man  erhält  dann  die  Gleichung 

-        *'§,i»iJi4i{J-\)  +  'if+4J-2-4m{i~j+l)  +  m']a,a,_^  + 
+  9iB*2[-    ^J'+    87  +  2  +  4    {j  +  2)m+9m']a,a.i^j.i  + 
+  flm*^[-207»+16j-2  +  4OT(5j-2)     -9m^a,a_i_,_i=.  0. 

Wird  diese  Gleichung  mit  dem  Coefficienten  von  a.Og,  der  gleich 
48j»[8/-2-4m  +  m»] 
ist,  dlTidirt,  nnd  fahrt  man  mit  Hill  die  Bezeichnungen 

(33*)  m„       3m'        i}*-Sj-%-*m(j  +  2)~9m* 


i      i(j-l)i+ij'+4j--2-im(i-j+l)+m* 


16>«  Sj"*  -  2  -  4ffl 

am*     2QJ''  -  18j  +  2  -  im(ij  -  8)  +  9iw' 


ein,  Bo  nimmt  die  Gleichung  die  Form 

{33}        0  -2p,  0«<«<-J+  LpJSfi'^-i+i-i  +  0)jf^«*«-<--J-i 

an.    Die  Goefficienten  haben  die  Eigenschaften 
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ü.o]-o,     u,ji'-i, 

mit  Ansnahme  dea  Coefficienten  [0,  0],  der  unbestimmt  wird. 

In  (33)  kami  j  positive  oder  negative  Werthe  annehmen.  Die 
zweite  oder  die  dritte  Summe  in  (33)  ist  je  nach  dem  Zeichen  tob  j 
om  vier  Ordnongen  in  m  kleiner  ala  die  OUeder  der  niedrigsten  Ord- 
nong  in  der  Oleiclivmg  nnd  man  kann  deswegen  die  Gleichiing  ge- 
nähert in  einer  der  folgenden  Formet  sohreilMn: 


(38") 


Wird  hier  nacli  einander^  ■>  1,  3,  3  Q.  s.  w.  gemtzt,  erh&U 
man  folgende  Oleicbniigeii,  die  erUnben,  die  WerÜie  Ton  a±j  mit 
groBser  Anu&herung  zn  erhalten.  Der  Fehler  von  a^j  ist  in  jedem 
Fan  Ton  der  Ordnung 

«,«1    -[■]".««> 
«.«-i-l-')'"»"«. 

o,o-s-(-2)(o,o, +ii,o,)  +  [-2, -l]o,o.i, 

«.<%    -[ä](<\>'H  +  ''i"i  +<4<^,)  +  [3,  l]o,<>-a+[3,  2]o,»-i, 

«,<>-8-(-3)Ko,+"i".+"."iJ  +  [-'. -l]<'-I'S  +  [-'.-2]»-l'h. 


Erst  hier  führt  Hill  Entwiokelongen  nach  den  Potenzen  Ton 
m  ein.  Es  ist  nicht  ohne  Abeicbt,  daSB  er  diese  Entwichelnng  aol- 
geschoben bat,  nnd  Hill  zeigt  hier  nochmals  seinen  schaifea  Blick 
fUr  die  Bedürbüsse  dm  Qamenschen  Bcohnena.     Wenn  mlH  üt 
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otogen  Ansdrfloke  nafih  PotaiMn  von  m  entwickehi  -will,  so  iit  die 
CoiiTerg6iiz  dieser  Entwickelangen  von  der  Convergenz  der  Ent* 
wü^alung  der  Kenser  reobter  Seite  aUi&ngig.  Diese  Nonnw  h&beD 
die  Fol» 

8^'»  -  2  -  4«  +  mS 

und  ihre  Entwickelnng  nach  PotensdD  von  m  ist  offenbar  nm  so 
Bchneller,  je  grösser  j  ist  Die  CouTei^uz  ist  am  ongünstigsten 
für  j'  =  1 ,  in  welchem  Falle  der  Nenner  lautet 

6  — 4m  +  m». 

Wenn  ein  Brach  mit  diesem  Nenner  nach  Potenzen  von  m 
entwickelt  wird,  so  ist  dieae  Entwickelnng  convei^ent,  so  lange  m 
kleiner  als  der  absolute  Betrag  der  Wurzeln  der  Qleichnng 

6  —  4nt  +  m*  =  0 

ist,  d.  h.  für 

|m|<V6. 

Nnn  lautet  aber  ein  bekannter  Satz  aus  der  Theorie  der  Beihen, 
dass,  wenn  eine  Potenzruhe 

mit  dem  Convergenzradius  S  gegeben  ist,  die  Belaüon 
Ä  =  lim-i^ 


stattfindet  Je  grÖtter  der  Convergmzradau  üt,  detto  schneller  nennen 
aito  du  Coeffieimten  A^  an  Oröue  ab.  Wenn  es  also  möglich  ist, 
fflT  m  eine  Grösse  x,  die  sehr  viemg  von  m  abweicht,  einzof&hren, 
«od  es  sieh  s€4gen  würde,  dass  die  Sntwickelong  naoh  Potenzen 
▼OD  M  «inen  grosseren  GouTergeiua'adiaB  besitzt,  als  yW,  80  wird  die 


.y  Google 


168  Pariodisehe  Lösungen. 

Entwickeliing  der  Coefficienten  a,  nach  Potenzen  von  x  TOr  einer 
Entwickelnng  nach  Potenzen  von  m  Torzuziehen  sein. 

Das  Problem  ist  insofern  nnbestimmt,  als  der  fnnctionale  Zn- 
aammenhang  zwischen  m  und  x  beliebig  gew&hlt  werden  kann. 
Nehmen  wir  mit  Hill  an,  dass 


und  lassen  wir  a  vorläufig  unbestimmt,  so  werden  die  Nemier,  in  x 
ausgedrückt,  von  der  Form 

(1  _  4fl.  +  6aV*  -  (4  -  12«)k  +  6. 

Setzt  man  diesen  Ausdruck  gleich  Null,  so  erhält  man  fOr  das 
Quadrat  des  Modulus  der  Wurzeln  den  Ausdmck 


1-40+ OB* 

welcher  ein  Hasmnm  tüx  < 


hat.    Dies  Maximum  ist  gleich  18,  so  dass  die  Entwickelung  des 
Nenners  für  |k|<  yiS  oonvergirt    Da  man 


(84) 


gesetzt  hat,  so  wird  ea  aber  gleichzeitig  nothwendig,  den  Nenner 
1  +^x  nach  Potenzen  von  x  zu  entwickeln,  welche  Entwickelung 
nur  fOr  |x|<3  convergirt  Der  Convergenzradins  ist  also  gleich  3, 
wogegen  der  Convergenzradins  in  der  Entwickelung  nach  Potenzen 
von  m  gleich  y6  =  2.45  ist  Hill  gewinnt  also  eine  raschere  Con- 
vergenz,  indem  er  nach  Potenzen  von  *  entwickelt 

Er  wfirde  eine  noch  stärkere  Convergeuz  erreicht  haben,  wenn 
er  einen  anderen  Werth  fOr  a  eingeführt  hätte.    Die  vortbeilhafteste 
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Wahl  von  a  wird  offeobar  erhalten,  wenn  der  absolate  Betrag  der 
Wurzeln  des  NemierB  ^eich  der  Wurzel  der  Gleichung  l  +  ax  —  O 
gesetzt  wird,  also  wenn 


d.  b.  fär  «  =  -}-,  so  dass  man  die  Substitution 

macht,  in  welchem  Falle  der  (gemeinsame]  Convergenzraditu  gleich 
4  wird. 

Bidem  Hill  dnrch  (34)  x  fbr  m  einftlhrt,  entwickelt  er  die 
CoefBcienten  a,  nadi  Potenzen  ron  x.  Die  eisten  Qlieder  in  diesen 
Eutwickelongen  lauten  bis  zu  der  sechsten  Potenz  von  x 


16 

«.+  i  «•  + 

^"-i" 

108787^ 
881776 

H, 

19 

1 

«■-    -5-    «■  + 

W   "  +  W- 

2844 

25 
»5 

'*  +  S"  + 

"86       , 
28800  *    +•■• 

°-3   _ 

• 

69       , 

+  1555-«'  + 

1868        , 
28800  -    ^  -    ■ 

3_  = 

8B8 
1228e 

j  «•-... 

Wir  ziehen  indessen  vor,  uns  im  Folgenden  dra  I^trameters  m 
zu  bedienen.    In  demselben  ist  nach  Bill  ausgedrückt: 
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<h    _ 


r  »"*  +  -; 


Die  Fonnel  (29)  giebt  nns  C  dnrdi  ^  nod  m  anigAdrackt 
Werden  die  obigen  Werthe  woa  a^,  a_i  o.  s.  ir.  eingeaetxt,  so 
erhält  man 


Von  den  G-rSssen  a^,   C  and  m  ist  nur  eine  als  -willkürlich   xa 
betrachten.    Wenn  man  nämlich  in  das  JAOOBi'sche  Integral 


,»(.  +  . )'_C 


die  Keihen  für  u  und  *  einführt,  so  erhält  man  offenbar  —  indem 
man  das  constante  Glied  linker  Seite  gleich  C  setzt  —  einen  Aoa- 
dmck  von  der  Form: 


C=V-P.  + 


^ 


vo  Pj  nnd  f,  Potemreihen  in  m  bezeicbnen,  von  denen  JP,   mit 
m*  mnltiplicirt  ist     Wird  C  zwischen  dieser  Oleichnng  und  (36) 
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elimiDirt,    ao  wird  a„  durch  m   ansgedrackt     Ihn    bekommt   in 
dieser  Weise 

,q'-,,  «f.         2  ,       7        ,  4       .    ,     1B566      .  ) 

<       f  "0  \  3  '      18  Bl  '    82208  / 

Diese  'Reihe  wird  von  Hill  in  der  Form 

mV.      I,        1     .  ,    1     s  ,     «7      -        «'      8 

'^  =  (rr^(^~  c-"*  +8"'"  +^04-"  -^88'"  - 


geschrieben.    Ans  (36)  und  (37)  erbalten  wir  ffir  C  die  Qleichang: 

(0£H  ^  .y    (i    .     8  .      T       t         1*0      .        89588      .  I 

Die  analytische  Darstellong  der  periodischen  Bahnen  in  der 
Nähe  einer  der  anziehenden  MASseo  ist  hiermit  ToUsULndig  erledigt 
Wenn  die  E^odiache  Umlaufszeit  der  nnendlidi  kleinen  Hasse  (des 
Satelliten)  gegeben  ist,  so  geben  die  obigen  Formeln  unmittelbar 
den  Aosdruck  tOx  die  Coordinaten  als  Functionen  der  Zeit  Es  ist 
Tortheilhaft,  die  Formeln  (24)  etwas  abzuändern,  indem  man  erst 
Polarcoordinaten  p  und  9>  einfuhrt,  so  dass 

I  =  (>cos9>, 

ist 

Die  CMeichungen  (24)  kfioneu  dann  in  der  Form 

(>cos(y  —  t)  —  '^afCoa2iT, 

p8in(9>  —  r)  =  ^Oi^in  2ir 
geschrieben  werden. 

Dlk  dM  HbaiMJi.  n.  IL 
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Die  synodiBohe  UmlaoJBzeit  des  Erdmondes  ist  12.37mal  kleiner 
als  ein  Jahr.    Setzen  mr 


erhalten  wir  also  die  periodisdie  Bahn  eines  Satelliten,  der  die- 
selbe synodiBche  Umlaofszeit  besitzt  wie  der  Mond.  Die  Reihen  (39) 
haben  hier  folgendes  Anssehen 

rcoB  (qp  -  t)  =  a„}l  -  0.007 180039 455 C082r 
+  0.000006042459  cos4r 
+  0.000000032576  cos  6t 
+  0.000000000180  008  8t), 

r  sin  (9>  -  t)  =  oo  {  0.010211 454396 sin  2t 
+  0.0000057U879Bin4r 
+  0.000000027499  sin  6t 
+  0.000000000157  sin  8r}, 


=  ^^0.999093141962 
(1  +  myk 


ist  Man  muss  sich  erinnern,  dass  die  „canonische"  Längeneinheit, 
deren  Werth  wir  fUr  diesen  Fall  vorher  angegeben  haben,  hier  zu 
äruude  gelegt  wird. 

Die  obigen  Ausdrucke,  welche  von  Hill  in  seiner  Mondtbeorie 
benutzt  werden,  geben  ein  yortreffliches  Bild  tod  der  raschen  Conver- 
genz  der  Seihen. 

Sämmtliche  periodische  Bahnen,  die  hier  betrachtet  werden, 
schneiden  die  Achse  der  |-Goordinaten  senkrecht  Es  ist  von  Inter* 
esse,  die  Relation  zwischen  dem  Abstand  —  |,  —  dieses  Schnitt- 
punktes von  ffl,  und  den  Parameter  m  aufzusuchen. 
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Für  t=t^  erh&lten  wir 

und  ans  (35)  nnd  (37)  belcommt  man  also 

Die  Umkehning  dieser  Beibe  ist  von  der  Fonn 
(4(n  m-  f."l.  (1  +  «,  J,-'.  +  «,  ä.'/.  +  «,  {„•'.  +  . .  .| . 

Ich  erinnere  daran,  daes  die  Länge  der  Periode  den  Aue- 
dmck  1%m  hatte.  Die  obigen  Formeln  zeigen,  dass  fOr  die  perio- 
dischen  Bahnen,  die  hier  in  Betracht  kommen,  die  Länge  der 
Periode  mit  dem  Abstände  |g  wächst,  wenigstens  wenn  m  sehr 
klein  ist.  Hierin  liegt  ein  wichtiger  Dnterschied  zwischen  den 
periodischen  Bahnen  in  der  Umgebung  von  m^  nnd  den  periodischen 
Bahnen  in  der  Umgebung  der  Librationscentra.  Für  diese  Bahnen  war 
nämlich  die  Länge  der  Periode  nicht  Tom  Abstände  von  den  Libra* 
tionscentren  abhängig,  sondern  hatte  einen  bestimmten  Werth,  der 
ftkr  alU  periodischen  Bahnen  in  der  Nähe  jedes  Librationscentrums 
gemeinsam  war. 

Obgleich,  für  sehr  kleine  m,  |g  mit  nt  stetig  wächst,  so  ist  dies 
aber  nicht  mehr  der  Fall,  wenn  m  grösser  wird.  Wenn  m  wächst, 
kommt  man  znletzt  zu  einem  Mazimaiwerth,  ftlr  welchen 

141)  |4-0 


ist,  und  wenn  ni  noch  grössere  Wertbe  annimmt,  zieht  sich  der 
Schnittpunkt  der  periodischen  Cnrve  mit  der  |-Achse  gegen  m,  zurück. 
Unter    Anwendung    der    Reihe    (40)    bekommt    man    to    (41) 
folgende  Form 


welche  Qleichnng  die  Wurzel 

11» 
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hat,  wobei  aber  zu  bemerken  ist,  dass  die  hier  Temachl&ssigten 
Glieder  vierter  und  höherer  Ordnnng  eine  merkbare  Goirectio« 
dieses  Werthes  geben  können. 

Hill  behandelt  diese  Frage  nicht  mittelst  setner  analytischen 
Formeln  —  die  aber  erlanhen,  eine  hinreichend  genaue  BiscasBion 
dieses  Themas  dorchzufOhren  — ,  sondern  mit  Hilfe  mechanischer 
Quadratur.  Den  Werth  von  m,  der  dem  Uaximalwertb  von  |„  ent- 
spricht, erhält  er  ungeßhr  gleich  2.8. 

Setzt  man  in  den  Formeln  (39)  ^  =  -s- 1  so  erhalt  man  den 
Abstand  des  Schnittpunktes  der  Curve  mit  der  Achse  der  r/-Coordi- 
naten.     Wird  dieser  Abstand  mit  rig  bezeichnet,  so  ist  nach  (24) 

''o  =  «0  -  <h    +  «a  -  «s    +  •  " 
-  a-i  +  o,  —  a_s+..., 
oder  nach  (35) 

Wird  der  Werth  von  a^  (37)  hier  eingesetzt,  so  erhält  man 

um  •/  (i         2  ,    26      j    ,      73        ,  1 

(42)  ,._„/.{l_-™  +  _„.  +  _„._.,.j. 

Bei  sehr  kleioem  m  wächst  Vo  mit  der  Länge  der  Periode. 
Fttr  die  nähere  Untersnchnng  der  Werthe  von  tjg  ist  die  obige 
Darstellung  unzureichend,  und  es  genügt  wahrscheinlich  hier  nicht 
höhere  Potenzen  tob  m  mitznnehmen,  sondern  man  muss  zu  mecba- 
mscher  Qnadratur  oder  Entwickelußgen  nach  Potenzen  der  Zeit 
seine  Zoflacht  nehmen. 

Setzt  man  in  (39)  m  =  -^,  |,  |  u.  s.  v.,  so  erhält  man  die 
Fonueln,  welche  fttr  einen  Satelliten  gelten,  der  10,  9,  8  u.  b.  w. 
synodische  ümUnfe  in  der  Zeit  T  macht  In  dieser  Weise,  und 
zwar  zum  Theil  anter  Anwendung  mechanischer  Quadratur,  erhält 
Hill  die  folgende  Tafel: 
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«4 


J  ^  S     = 


«.9  6, 


ai«cot-«Stoeo> 


q      ^      e>      «>      S 
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Der  erste  dieser  Satelliten  hat  dieselbe  sTnodiscbe  Umlau&zeit 
wie  der  Mond  der  Erde.     Der  in  der  letzten  Zeile  an^nommene 
Satellit   wird   outen    näher   be- 
sprochen «erdeo. 

In  Fig.  12  sind  nach  Hiu. 
einige  der  in  Tabelle  Vll  ent- 
halten en  periodischen  Bahnen 
gezeichnet,  nämlich  diejenigen, 
welche  den  Werten  —  =  4,  3, 
1.78  entsprechen  und  ansserdem 
die  Bahn  des  Erdmondes.  Es  ist 
ersichtlich,  wie  der  Schnittpunkt 
mit  der  |- Achse  ftlr  —  <  3 
sich  der  Masse  m,  nähert. 

Die  hier  betrachteten  perio- 
dischenBahnen  schneidens&mmt- 
lich  die  I-Acbse  nnd  ebenfalls 
die  ij-Achse  senkrecht,  oder  ge- 
nauer ausgedrDckt:  es  giebt 
immer  einen  Funkt,  wo  diese 
Bahnen  die  Achsen  senkrecht 
schneiden.  Dies  hindert  aber 
nicht,  dass  die  Gurren  auch  — 
in  anderen  Punkten,  die  dann 
Doppelpunkte  sind  —  die  Achsen 
anter  einem  schiefen  Winkel 
treffen  können.  Das  Auftreten 
solcher  Schleifen  kann  man,  wie 
PoiKCABfi  [M6th.  nouv.  I.  S.106) 
gezeigt  hat,  mit  Vortheil  mittelst  Entwickelungen  nach  Potenzen 
der  Zeit  studiren. 

Wird  die  Achse  der  T/-Coordinat«D  um  die  Zeit  ( =  0  von 
einer  periodischen  Bahn  senkrecht  geschnitten,  kann  man  die  Coordi- 
naten  in  der  Umgebung  dieses  Punktes  durch  Potenzreihen  von 
der  Fonn 


Fig.  12.    FeriodiBche  Bahnen 
dei  N&he  von  m,. 
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^  S,    Ptrioöutäu  l^Mngtn  in  da-  Umgabimg  der  Manen. 


&aadIückea.  Werden  diese  Beihen  in  die  Differentialgleicliiuigen  (9) 
eingesetzt,  so  erhält  man  Kecnreionsfonneln  fBa  die  Coefficienten, 
ans  denen  folgende  Werthe  herrorgeheu  (Hnj,,  S.  256) 

13  J, 2". -?.-'. 

2.3  J,.      4^ +  3r, -«,-•»., 
(43T  3.4y(,=-6^+j5.-<(3t.o'  +  4>i,^), 

i.bA,  -      8^,  +  3^  +|,.-»K'  +  2l,-<J<'.->/.-'A. 

und  man  hat  also 

Wenn  eine  Schleife  anf  der  ij-Acbse  auftreten  soll,  so  muas  | 
far  drei  benachbarte  Werthe  tob  t  TeiBchwinden.  Die  erate  Be- 
dinfpmg  f&r  das  Auftreten  einer  Schleife  ist  also,  dass  v^  sehr  klein 
iit,  so  dass  die  obige  Gleichimg  dann  genähert  lautet 


(44») 


"  8  le" 


Ist  Vg  jugatio,  80  dasB  die  ij-Äcbse  in  direktem  Sinn  von  der 
Bahn  geschnitten  wird,  so  kann  |  nur  für  einen  Werth  Ton  t  ver- 
schvinden,  nämlich  für  t  =  Q.  Wird  aber  die  i;* Achse  in  entgegen- 
gesetztem Sinn  geschnitten,  so  ist  v^  positiv  und  die  |-Coordinate 
kann  fBr  drei  Werthe  von  t  Terschwinden,  nämlich  fOr 


(=0, 
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Da  wir  liier  nur  die  Toraassetznng  gemacht  haben,  dass  Og 
klein  ist,  bo  mOssen  solche  Schleifes  immer  aoftreteo,  so  oft  die 
Bahn  des  Satelliten  mit  kleiner  Ckschwindigkeit  nnd  im  entgegen- 
gesetzten Sinne  g^n  die  Bewegung  Ton  m^  and  fn,  am  den 
Schwerpunkt  die  ij-Achse  senkrecht  schneidet  Hieraas  folgt  aber 
nicht,  dass  alle  solche  Bahnen  aach  periodisch  sind.  Hierfür  ist 
erforderlich,  dass  die  Schleife  in  einem  bestimmten  Abstand  ron  m, 
anftreten  soU.  Dieser  Abstand  ist  ^eich  0.7819  in  canonischen 
Längeneinheiten.  Hill  hat  n&mlich  darch  mechanische  Qaadratur 
gefunden,  daes  ein  Satellit,  der  mit  der  Geschwindigkeit  2.2410,  im 
Abstände  0.2718,  senkrecht  zur  Achse  der  |-Goordinaten  ausge- 
Bchleadert  wird,  die  f7-Achse  im  Abstände  0.7819  mit  der  Ge- 
schwindigkeit Null  erreicht'  Hill  hat  diesen  Satelliten  mit  dem 
Namen  „the  moon  of  the  lastlnnatioa"  bezeichnet,  and  PoraOA]t£ 
hat  (L  c.)  —  in  der  oben  angegebenen  Weise  —  gezeigt,  dass  die 
analytische  Fortsetzung  dieses  Mondes  zu  Schleifbahnen  führt 

Solche  Schleifen  können  aach  auf  der  |<Achse  vorkommen. 
Ist  die  Bahncorve  zur  |-Achse  senkrecht,  so  kann  man  schreiben 

(46) 

WO  ans  den  DifferentialgleichuDgen  (9)  erhalten  wird: 

1.2  Ä,=      2w„  +  S|„  -  |,-a, 

2.35,  =-4Ä, -lo-Bf^,, 

3.45,  =     65,  +  35,  +  Ho'HSfo*  +  Ho^t)- 

4.5  5, 85,  +  Hr'^olV  +  2|c-»>) -!«-'■»» . 


(47) 


Httl  giebt  S.  255  die  Werthe  der  5-Coefficienten  bis  za  5,  an. 


'  DiewT  Hood  ist  der  lebte  in  T«beUe  VII. 

D,g,t,ze:J.V  Google 


(le*) 


§  5.    Periodische  Lösungen  m  der  Ümg«i>vng  der  Masstn. 
Man  hat  also 

Ist  Og  sehr  klein,  hat  man  also  genähert 


(46-) 


I- ?.+  -!- U.-1 


<•+. 


Die  ti-Coordisate  kaim  fOr  drei  benachbarte  Werthe,  nämlich 


(48) 


veiBcbwinden ,  wenn  die  GrCsse  unter  dem  Wurzelzeichen  positiv 
ist    Wir  haben  also  hier  zwei  Fälle  zu  unterscheiden: 


i.> 


Sä." 


.|.> 


n 


in  welchem  Falle  v^  positiv  sein  muss.    Hier  treten  also  Schleifen 
auf,   so   oft   die  |-AchBe  in  direktem  Sinne 
mit  kleiner  Geschwindigkeit   von  der  Bahn  ^  /-"x  . 

senkrecht    geschnitten    wird.     Der  Abstand  /^•«._>' 

des  Doppelpunktes   ist  hier  grösser  als  ^^.     pjg.  13.    Schleifen 
jenseits  des  LibrA- 
•>}       io<sfi-  tionspunktes. 

Die  Schleifen  treten  hier  bei  negativen  Werthen  von  Vg  auf. 

Der  G-renzponkt  zwischen  den  beiden  Fällen,  dessen  |-Coordinato 
gleich  Ir^S^ist,  &Ut  nach  (13*)  mit  dem  Librationspunkt  Z^  zu- 
sammen. 

Unendlich  kleine  Schleifen  können  also  in  jedem  Ponkt  der 
I-Achse  auftreten,  wenn  der  £Srper  mit  kleiner  Geschwindigkeit 
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senkrecht  znr  ^-Achse  aosgeschleadert  wird.  Damit  eine  Schleife 
entsteht,  moss  die  Bichtnng,  in  welcher  der'  Körper  die  |-Achse 
passirt,  ansserhalb  Zj  eine  directe,  innerhalb  Xj  eine  entgegen- 
gesetzte sein. 

Ob  auch  periodische  Bahnen  mit  solchen  Schleifen  Torkonunen, 
kann  nicht  ohne  besondere  Unteranchung  festgestellt  werden.  Es 
ist  aber  wahrBcheinlich ,  dass  eine  periodische  Bahn  exietirt,  die  in 
Zj  eine  Spitze  hat,  in  welcher  die  QoBchwindigkeit,  indem  sich  der 
Körper  dem  Fnnkt  X,  nähert^  gegen  Null  abnimmt '  Die  analytische 
Fortsetzung  dieser  Bahn  sind  Gurren,  welche  um  den  Punkt  L^ 
eine  Schleife  bilden.  Dass  periodische  Bahnen  dieser  Art  existiren, 
findet  man  aus  den  Rechnungen  von  Dabvin. 

Die  obige  Untersuchung  über  die  unendlich  kleinen  Schleifen  ist 
unTOllstftndig,  insofern  sie  nicht  direct  auf  Schleifen  in  dem  Punkt  X, 
oder  in  der  unmittelbaren  Dmgebimg  dieses  Punktes  anwendbar  ist 
In  dem  betreffenden  Punkte  kann  man  nämlich  nicht  die  mit  v^ 
multiplicirten  Glieder  in  dem  Coefficienten  von  f*  in  (46*)  vemach- 
lllse^^. 

Für  eine  Bahn,  die  im  Punkte  £j  die  ^-Achse  senkrecht 
schneidet,  gelten  die  Potenzreiben 


oder,  da 
ist, 


f^lo  +  '-o  **+■■-. 


V  =  v,\t-it» +  ...]. 


Die  i^Coordinate  yerschwindet  also  iilr  t  =  0  und  —  unter  der  * 
Voraossetzang,   dass  man  berechtigt  wäre,  die  mit  fi,  f  n.  a.  w. 
multiplicirten  Glieder  za  Temachlässigen  —  auch  für 


'  Eine  derartige  periodiBche  Bahn  ist  jedenfollB  £  = ,  ij  =  0  . 
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Dieser  Werth  von  t  ist  aber  nicht  sehr  klein,  was  die  noth- 
wendige  VoraosaetzQng  fOr  den  obigen  Schloss  ist,  nod  folglich  giebt 
es  in  £j  keine  nnendlich  kleine  Schleifen.  Sichtiger  ansgedrückt 
würde  man  sagen,  daas  es  hier  keine  Schleifen,  deren  Setchreümng 
eine  mundKeh  kleine  Zeä  erfordert,  giebt  Es  ist  dagegen  möglich, 
dass  wirklich  unendlich  kleine  Schleifen  hier  Torkommen  können, 
die  aber  in  endlicher  Zeit  beschrieben  werden,  and  in  der  That 
weiss  man,  dass  dies  anch  der  Fall  is^  da  n&mlich  die  periodischen 
Bahnen  von  der  Familie  a,  die  wir  in  §  4  nntersncht  haben,  gerade 
diese  Eigenschaft  besitzen.  Die  Umlao&zeit  in  diesen  Bahnen  ist 
nämlich  von  endlicher  Grösse,  anch  wenn  die  Dimenaionea  der 
Bahnen  unendlich  klein  sind. 

Man  ist  deswegen  berechtigt  anzunehmen,  dass  es  periodische 
Bahnformen  giebt,  die  eine  Schleife  nm  Z,  bilden.  Die  Zeit,  welche  der 
Satellit  braacht,  um  diese  Schleife  zu  beschreiben,  ist  nach  §  4  (4*) 
genähert  gleich 

^^_  =  0.483X2«, 


nod  die  Wurzeln  der  Qleichnng 

,,  =  0 

in  der  Nähe  von  X,  müssen  also 
(  =  0, 


=  1.52 


sein. 

Wenn  die  Keihenentwickelnngen  (46*)  für  so  grosse  ^'Werthe 
convei^iren,  würde  dies  Besoltat  direct  aas  diesen  Reihen  fest- 
gestellt werden  kSnnen. 

Wenn  die  genaaen   Gleichungen  (4)  des  asteroidischen  Drei-  ' 
Körperproblems  in  Betracht  gezogen  werden,  erleiden  die  Schlüsse 
von  Hn.Tr  einige  Yei^nderungen,  die  hauptsächlich  damit  znsammen- 
bängen,  dass  die  periodischen  Bahnen  in  der  Nähe  von  m,  nicht 
mehr  zur  Achse  der  q-Coordinaten  symmetrisch  sind.     Der  Mond 
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„of  tbe  last  lunation"  wird  aaob  hier  aoftreteD  und  ebenEedls  die 
BclileifenfBrmigen  periodischen  Bahnen,  obgleich  die  Doppelpunkte 
sich  nicht  mehr  anf  der  i;-Achse  befinden  werden. 


§  6.   Das  CAucHY'sche  Existenztheorem.    Erwetteninn  deMelben 

von  POINCARl 

Die  allgemeinsten  üntersuchongen  über  die  periodischen  L6sniij;an 
rühren  von  PoiNCASfi  her,  welcher  in  ,Jjes  m^tbodes  nouveUes"  neue 
und  allgemeine  Hetboden  fUr  ihre  Aufsuchung  aufgestellt  hat  Er 
geht  hier  toq  einem  Fundameotalsatz  über  die  Integrale  der  Diffe- 
rentialgleichnngen  aus,  den  wir  zuerst  ableiten  wollen. 

Ist  eine  Differentialgleichung 

(1)  It-«'!»,') 


vorgelegt,  und  lässt  sich  die  Function  qc  in  der  Umgebung  von 
t  =  t^,  X  =  Zq  nach  Potenzen  Ton  t~t„  nnd  x  —  x^  entwickeln,  und 
gehört  dem  Werth  t  =  '^  der  Werth  x  =  ;tg,  so  laset  sieb  das  Inte- 
gral von  (1)  in  der  Form 

(2)  ^  =  *o  +  Hii-^o)  +  cj('-  g*  + .-. 

schreiben,  welche  Beihe  für  eine  gewisse  endliche  Un^bung  tod 
t  =  t^  conrergirt  Die  Coefßcienten  c,,  c,  u.  s.  w.  sind  in  eindeutiger 
Weise  bestimmt,  und  die  Reibe  (2)  ist  die  einzige  analytische  Inte- 
gralfunction,  welche  für  f  =  t^  den  Wertb  x  =•  x^,  annimmt. 

Dies  ist  das  berühmte  CAU€n^*cke  Exittenztkeorem. 

Diesem  Theorem  hat  PomoAKfe  eine  wesentliche  Erweiterung 
gegeben,  durch  welche  er  weitgehende  Schlüsse  in  der  Mechanik 
.  des  Himmels  hat  ziehen  können. 

Das  Theorem  toq  PomcAsfi  wollen  wir  in  drei  Sätze  theilen. 

Wir  betrachten  zuerst  die  Differentialgleichung 

m  4f -»>('.')■ 


„Google 


^6.   Diu  CÄuaat'aehe Exiidmxth$ortm.    BrweHenmgvonPoiWÄBE.     173 

and  nehmflu  an,  daes  die  Fimction  f  nach  Potetueo  von  x  ent- 
vickelt  werden  kann,  and  daes  diese  Eotwickelnng  f&r  |  x  |  <  a  con- 
T^^ent  ist  and  zwar  ffir  alle  t  solche,  dass 

(4)  O^t^T. 


Dagegen  setzen  wir  nicht  Toraas,  dass  man  die  Function  (p  anch 
nach  Potenzen  von  t  innerhalb  des  Gebietes  (4)  entwickeln  kann. 
Wir  betrachten  zwar  tp  als  eine  analytische  Function  Ton  t  im 
GJebiete  (4),  die  in  jedem  Punkt  tx  (0  ^  a  <  f)  nach  Potenzen  von 
f  —  dc  entwickelt  werden  kann;  es  ist  aber  nicht  nothwendig,  dass 
der  Convergenzradins  so  gross  ist,  dass  die  Entwickelung  nach 
Potenzen  von  t  im  ffomen  Gebiete  (4)  conveiprt 

Wir  wollen  dasjenige  Integral  von  (8)  betrachten,  dass  fUr 
t  =  0  gleich  Null  ist 

Zu  dem  Zwecke  fahren  wir  eine  Function  x'  ein,  die  durch 
die  Differentialgleichung 

(31  ^-9»' (*■.') 


bestimmt  ist,  wo  wir  über  die  Function  >p'  in  der  rechten  Seite 
von  (3*)  die  Annahme  machen,  dass  sie  f&r  j  z'  |  <  a  nach  Potenzen 
von  x'  entwickelt  werden  kann,  und  zwar  fOr  alle  t  im  Gebiete  (4). 
Wird  diese  Entwickelung  in  der  Form 

•^  [osistI 

geechriebeo,  so  nehmen  wir  noch  an,  dass  sfimmtliche  Coefficienten  S^ 
im  Gebiet«  (4)  potäm  und. 

Hat  die  entsprechende  Potenzreihe  fOr  91  die  Form 

(6)  y-1'^»^.     /    l'K«-! 
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so  setzen  wir  endlich  voraus,  daas 

(6)  M.  I<  K- 

Wenn  zwei  Functionen  tp  und  <p'  der  Ungleichheit  (6)  genügen, 
so  wird  dies  tod  Poihcab£  durch  das  Symbol 

(6*)  v<9>' 

ausgedruckt,  oder  vollständiger 

Sowohl  A^  wie  B^  sind  im  Allgemeinen  Functionen  von  t  und 
die  Ungleichheiten  (6)  müssen  für  das  ganze  Gebiet  (4)  gelten. 

Wenn  nun,  fÖr  ^  =  0 ,  ar'  =  0  ist,  to  Aoniwn  wir  beweisen,   dat» 


P) 

i'K'' 

ßlr  das  ganze  Gebiet  O^t^T. 

Man  hat  näm]ich  für  f  =  0 

9.  -y(0,0)-^. 

»■_,,'(0,0)-B., 

und  da  nach  (6) 

\^A<B„ 

BO  ist  also 

(8) 

\  dt  \^   dl 

welche  Ungleichheit  ^  kleine  positive  Werthe  von  t  seine  Gültig- 
keit behält    Man  hat  also  für  dieselben  ^Werthe 

(8*)  |*|<^'. 

Die  Ungleichheit  (8*)  muss  erfüllt  sein,  so  lange  (8)  besteht 
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Wir  nehmen  an,  dasB  (8*)  Ton  t  =  0  bU  t=t^<T  Beine  Gültig- 
keit behält,  wir  wollen  dann  baweiBen,  dass  sie  auch  fitr  f-Werthe 
etwas   grÖBBer  als  t^  bestehen  mnse. 

Für  t  =  t^  hat  man 


wo  der  Annahme  nach 

l«il<V- 

Dann  iat  fOr  t  =  ^ 


and  nach  (6*)  hat  man  also  far  r  =  ^ 


so  dass  (8*)  auch  für  (-Werthe  etwas  grösser  als  t=t^  bestehen 
musB  und  in  dieser  Weise  können  wir  fortsetzeD,  bis  man  den 
Werth  t  =  T  erreicht 

Nachdem  dieser  Hilfssatz  bewiesen  ist,  wollen  wir  den  zweiten 
Schritt  machen,  indem  wir  annehmen,  dass  in  der  zn  behandelnden 
Differentialgleichnng  ein  Parameter  pt  vorkommt  In  Bezog  auf  die 
Differentialgleichnng 

(9)  ^-'Pi'.l.l') 


machen  wir  die  Voraussetzang,  dass  (p  (x,  t,  /i)  fUr  |  z  {  <  a,  |  ^  {  <  /> 
nach  Potenzen  von  x  und  (t  entwickelt  werden  kann  und  zwar  fttr 
alle  a^t^T.    Wir  Bchreibeo  also 
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(»•)  9^  =  2^.;''i«^-2A'*"' 


\x\<a,       \fi\<p,\ 
O^t^T  ) 

Wir  wollen  ein  Integral  tod  (9]  anfoachen,    das,  fOr  1  =  0, 
gleich  Null  ist  and  nach  Potenxm  von  fi  entwickelt  üt. 

Wir  setzen  also 
(10)  x  =  x„  +  fix^+  n^x^  +  ... 

nnd  bekommeD 

<f{x,t,ii)  =  <p{x^,t,0)  + 

"^  ji    l  a*    dii  ^  a/i)^=o     "*" 


+ 

«,.8.   S,,'^  i 

+  ■  . 

. , 

oder  nach  (10) 

?>(', 

.cl-yt'., 

'.0)  + 

+  /■ 

{li'.^lf 

^   12     a»iäp'>  ^   IS     ä,"t 


Z'.  +  ^' 


wo  Z,  nach  den  Potenzen  von  x^,  z,,  ...  z,^i  entwit^elt  erscheint 
und  ansserdem  von  x^  und  2  abhftngt 
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Die  DifferentialgleichiiDgeii  für  x^,  x^  n.  s.  w,  sind  also 

^ -?>('.,'. 0), 

dt        6xt    -^^  dfi' 

Wir  betrachten  nun  eine  ähnliche  Gleichung 

(11)  %-¥¥.',iii. 

■WO 

(in  9''=S-Bii'V=2/.^". 

il'" 

■welche  Entwickelnng  Ar  \x'\<a,  \fi\<p  und  för  alle  O^/^T 
convei^lient  ist,  and  wo 

C12)  14,l<-«.i 

ist. 

Wird  das  Integral  dieser  Gleichnng  nach  Potenzen  von  p,  ent- 
■wickelt  und  ist  also 

*'  — V  +  jtt«i'  +  ^' «,'  +  ..., 

so  erhalten  wir  zur  Bestimmnng  Ton  x^',  x^   n.  s.  w,  die  Gleichungen 


rfV 


=  9''(V,*,0}, 


das,'  _  Stp'      ,        Btp' 
dt  ~  d%^'   »   "*■  ä,i  ' 


^3^'        B  tp' 


12 
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Wir  DehmeD  an,  daas  tüx  t  =  0, 

0  =  x^  =x,  =!,..., 
and 

0  =  :r„'  =  Xj   =x^ ... 
ist,  and  wollen  beweisen,  dsas 

(13)  |'«l<^'.      (»>  =  0,  1,  2,  ...) 

für  o^^^y. 

Aas  dem  eben  bewiesenen  Hilfesatze  folgt  in  der  That,  dass 
für  diese  Werthe  von  t 

l».l<V- 

Bemerken  wir,  daes  die  Ungleichheit  (12)  in  der  Form 

1  f^*'<t      I  ^     d*-^' <f' 


(12^ 


d^B^     I        Saf^dfi,^ 


geschrieben  werden  kann,  so  finden  wir  zuerst,  weil,  fQr  t=0, 
Xj  5=  a:,'  =  0  ist,  aus  den  G^leichungen 

dx,   S  if  dip 

TT  ~  1^  ■"!  "*"  T^T ' 

dxi'  dip'      ,       dip' 

dt   ~  flv''  '^TjT' 

dass  für  kleine  positive  Werthe  von  t  die  Ungleichheit 

bestehen  muaa.  Eine  Wiederholung  der  frtiher  gefElhrten  Beweis- 
fuhruqg  zeigt  uns  dann,  dass  diese  Ungleichheit  für  alle  t  zwischen 
0  und  T  erfüllt  sein  muss. 

Wir  nehmen  an,  dass  man  in  dieser  Weise  dargeth&n  hat,  dass 
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ist,  und  wollen  beweisen,  dass  dann  anch 

iaL 

Es  war  in  der  Tbat  X,  eine  ganze  rationale  Fonction  von  z,, 
7,,  ...,  x^-i,  wo  die  CoefficienteD  die  partiellen  Ableitungen  der 
Function  91  nach  x^  und  /t  sind,  und  XJ  hatte  eine  ähnliche  Zq- 
sammensetzung.     Es  ist  also 

Die  Gleichangen 

dXm  dtp 


d<p' 
~ät~~'  dx,- 


zeigen  also,  weil,  flir  *  —  0,  *,  =  t',  =  0  ist,  dass  f ttr  *  —  0 

I    dl    n    äl 
und  also  mass  filr  kleine  positive  Werthe  ron  t 

sein,  und  es  lässt  sich  wieder  dieselbe  BeweisfUhrang,  wie  in  Bezug 
aof  den  ersten  HUfssatz,  durcbfilbren,  so  daas  für  alle  t  zwischen  0 
und  T  die  Ungleichheit  (13]  ihre  Gültigkeit  behalten  muss. 

In  Bezug  auf  die  Hilisfunction  fp'(x,t,(x)  wurde   aagenommen: 

1}  dass  sie,  nach  Potenzen  tou  x'  und  /i  entwickelt ,  für 
|.i'j  <  a  und  j  ^  I  <}>  convergirt  und  zwar  für  alle  t  zwischen  0 
and  T; 

2)  dass  die  Coefficienten  in  dieser  Entwickelung  grösser  als  die 
entsprechenden  Coefficienten  in  der  Entwickelung  Ton  tp[x,  t,  ft) 
nach  Potenzen  tou  x  and  fi  sind. 

Es  handelt  sich  darum,  eine  solche  Eilfafanction  aufensachen. 
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Wenn  die  Entwickelang  von  ip  {x,  t,  n)  nach  Potenzen  von 
X  und  n  such  fUr  |  z  |  =  a  und  fi  =  p  seine  Gültigkeit  beibehält 
—  was  man  hier  immer  annehmen  kann,  da  man  sonst  den  Con- 
vei^enzradiuB  etwas  kleiner  nehmen  kann  —  so  giebt  es  immer  eine 
positive  Zahl  M  von  der  Beschaffenheit,  dass  fUr 

l'IS",      IflSp 
man 

iy(»,(,rti<» 

bat 

Dano  ist  nach  dem  Fandamentalsatz  Ton  Caucht 


oder 

(14) 


1     j  s'Hf   I      ^ 


M 


Die  Function  in  der  recht«n  Seite  von  (14)  erfUllt  also  die  Be- 
dingungen, welche  der  Hilfsfnnction  ip'  auferlegt  sind.  PoiNCABfi 
zieht  es  aber  vor,  eine  andere  Hilfsfuncüon  au&ustellen,  da  die 
obige  Hil&fimction  zu  einer  ungitostigen  Integralfnnction  führt. 

intens  bemerken  wir,  dass 


wenn  nur  a  gleich  der  grösseren  der  beiden  Zahlen  --  und  —    ge- 
wählt wird. 

Weiter  ist  offenbar 


wie  man  durch  eine  Entwickelung  nach  Potenzen  von  x  und  p 
direct  findet 
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Es  ist  aber 


-M, 


nnd  endlich  bat  man 

1  -  o  (a:  +  fi)  1  -  « (*  +  ^) 

Wählen  vir  alao  die  Vergleicbsfiinction  <p',  so  dass 
(15)  «.'  =    M(x  +  ^){i+^(x  +  ^)) 

so  ist 

<f>{x,t,(ii<C.if-       (Ai^.  x,fi), 

wenn  wir   nur  ä«  Voraut$etzung   machen,   dost   tp,   für  fi  =  x  =  0, 
vartektoindMt. 

Unsere  Anfgftbe  wird  also  zunächst  die  Gleichung 


(16) 

TT 

_  «(«  +  rt(i  +  .(i  +  rt) 

za  mtegriren. 
Gesetzt 

(17) 

'-«('  +  /<)• 

hat  mau  alao 

da        ifa(l+s} 
d,            l-,      ' 

welche  giebt 

'"^Trh? -"'  +  ''■ 

WO  C  eine  Integratiousconstante  bezeichnet 

Der  VoraossetzuDg  nach  soll  daa  Integral  die  Bedingung  er- 
füllen, dass,  fdr  ':=  0,  3r  =  0  ist    Es  ist  also 


und  somit 

(18) 


^  =  '°^<rÄo.' 


(i+'>i")" 
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Das  Integral  s  soll  nach  Potenzen  von  (i  entwickelt  werden. 
Setzen  wir 

{19)  ^  =  ^'  ,  "''   ... 

SO  können  wir  (18]  in  der  Form 

-■  +  2(l-Jj),  +  l-0 
schreiben.    Man  hat  also 

1-24  -Yi-iA 


(18*) 


Das  MinaB-Zeichen  vor  der  Quadratwurzel  wird  gewählt,  damit 
wir  dasjenige  Integral  erhalten,  das  fOr  /i  =  0  gleich  Null  wird. 
Dasjenige  Integral,  das  dem  Zeichen  Flut  vor  der  Quadratwurzel 
entspricht,  wird  aber  dagegen,  fUr  ^  ^  0,  anendlich  gross. 

Die  rechte  Seite  von  (IS*)  lässt  sich  nach  den  positiven 
Potenzen  von  A  entwickeln,  und  man  erhält 

welche  Reihe  für 

convergent  ist,  d.  h.  —  wenn  /t  eine  poBitive  Zahl  bezeichnet  —  fttr 

('»•)  ö^- <'-'•■ 

Andererseits  kann  A  nach  Potenzen  von  /t  entwickelt  werden, 
wenn  nur 

"<! 

ist,  eine  Ungleichheit,  die  der  Voraussetzung  nach  immer  erfüllt  ist 
Wenn   t  einen    endlichen,    aber  beliebig    hohen    Werth    hat, 
80  kann   fi  immer  so    klein   gewählt    werden,    dass    die   Ungleich- 
heit (id*)  erfallt  ist    E^  ist  aber  zn  bemerken,  dass,  indem  t  ins 
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Unendliche   wächst,  der  GonTei^enzrftdiua  fUr  fi  gegen  Nnll  ab- 
nimmt.   Eb  ist  also  nicht  erlaubt  t=oo  zu  setzen. 

Bas  Resultat,  zn  dem  wir  gelangt  sind,  ist  also  das  folgende. 

Es  sei  eine  Differentialgleichung 

(20)  ^  =  fix,  1,1,] 


TOi^elegt    Die  Function  ^  habe  die  folgenden  Eigenschaften: 
1)  sie  rerschwindet  ifir  |U  =  x  =  0,  so  daes 

(f{0,t,0)  =  0 
für  alle  Werthe  ?on  *; 

2]  sie  läset  sich  in  eine  Potenzreihe  entwickeln  nach 
Potenzen  Ton  x  and  fi,  welche  convergirt,  wenn  x,  dem  absoluten 
Betrage  nach,  kleiner  als  a  ist,  und  wenn  der  positive  Parameter  fi 
kleiner  als  ^  ist,  und  zwar  gilt  dies  fOr  alle  t,  welche  dem  Gebiete 

angehfiren. 

Es  lassen  sich  dann  zwei  poaitiTe  Zahlen  M  und  «  finden  der 
Art,  dass,  wenn 

^  1  _  „(a,  +  p) 

ist,  man 

9<9'      (Arg.  a:,/t) 
hat 

Wir  haben  zweitens  bewiesen,  dass  das  Int«gral  der  Differen- 
tialgleichung 

sich  nach  Potenzen  von  ft  entwickeln  lässt  in  der  Form 

und  zwar  conTorgirt  diese  Reihe  fäi  alle  t,  welche  der  Bedingung 
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genOgeo,  wenn  n  hinreichend  klein  gewählt  wird.  Die  obere  OreDU 
T  ^  t  moBS  endlich  sein,  aber  kann  beliebig  grou  genommeo 
werden. 

Das  Integral  von  (20)  kann  dann  aacb  in  der  Form 

(21)  r  =  *^+/tx,  +p»r, +... 

entwickelt  werden,  und  da  wir  bewiesen  haben,  dasa  3^<^^'  ist,  so 
ist  die  Reihe  (21)  auch  conTergent  für  alle  t,  welche  dem  Oebiot« 
0^«^2' angehSren,  wenn  nur  (t  hinreichend  klein  gewählt  wird. 

Wenn  im  Besonderen  die  E^twickeliing  von  (p{x,t,ft)  nach 
Potenzen  Ton  x  und  fi  für  aB«  reellen  Werthe  von  t  conrei^pren 
wUrde,  so  convergirt  die  Reihe  (21)  für  beliebig  hohe  Werthe  tob  t, 
wenn  nur  /u  hinreichend  klein  gewählt  wird.  Je  kleiner  fi  geirilhlt 
wird,  um  so  grösser  ist  im  Allgemeinen  das  Gtebiet  fllr  f,  f&r 
welches  (21)  convergent  ist  Wir  dürfen  aber  im  Allgemeinen  nidit 
Bchliessen,  dass  die  Seihe  (21)  auch  für  f-ioo  convergirt  Die 
Convergenz  ist,  nach  der  Terminologie  von  Wbibbsteabs,  eine  be- 
dingte,  indem  die  Grösse  des  Ckinvei^enzradius  (in  fi)  von  t  (oder 
richtiger  von  T]  abhängig  ist 

Es  üt  hür  angenommen,  dati  et  steh  um  dtxsjenige  Integral 
handelt,  das,  für  t  =  0,  gleich  Avil  ist 

Wenn,  für  i=0,  x  nicht  gleich  Null,  sondern,  sagen  wir, 
gleich  ß  ist,  setzen  wir 

und  haben 

(22)  -|f-9»(£+iJ,<,(.)  =  VS, ',(•.«■ 


Wenn  die  Function  tp  sich  nach  Potenzen  von  |  entwickehi 
läBst,  so  kann  das  eben  bewiesene  Theorem  benutzt  werden  und 
X  lärat  sich  also  auch  hier  nach  Potenzen  von  fi  entwickeln.  Die 
Bedingung  ist,  dass  x  =  ß  keine  Dnendlichkeitsstelle  oder  Überhaupt 
keine  singulare  Stelle  der  Function  «p  ist 
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Die  Bedingung,  die  oben  gemacht  Torden  iat,  dass  die  Function 
^(x,  f, /t]  fllr  n  =  x  =  (i  Terscbwinden  soll,  ist  auch  keine  notli- 
Teodige.    Setzen  wir  nämlich  in  (20) 

'  =  |  +  Ö(0, 
ao  erhalten  vir 

und  wenn  die  Funktion  6  so  hestimmt  wird,  dass 

(28)  4^_,f((l,(,0), 

80  erhalten  wir 

ond  die  rechte  Seite  tou  (24)  ist  eine  Function  Ton  |,  t  und  ft,  die 
für  £  =3  /«  3  0  verschwindet  Wählen  vrir  noch  den  AnfangswerÜi 
von  6  für  f<sO  gleich  dem  Anfangawerth  ß  von  x  für  t  =  0,  ao 
kennen  wir  das  Integral  von  (24)  und  also  auch  von  (20)  nach  den 
Potenzen  von  [t  entwickeln.  HierfUr  ist  indessen  noch  erforderlich, 
dass  die  rechte  Seite  von  (24]  sich  nach  Potenzen  von  |  entwickeln 
läast.  Anders  ausgedrückt  heiset  das,  dass  x  =  d{ti  durch  keinen 
singulären  Punkt  der  Function  <p  {x,  t,  fi)  geht,  wenn  t  alle  reellen 
Werthe  von  Noll  bis  T  annimmt 

Da*  Integral  der  D^erentialgleichufiff 

-^  =  .p[x,t,^), 

wo  <p(x,  t,  fi)  nach  ponttoan  Potenzen  von  fi  in  eine  convergenie 
Reihe  enimekelt  werden  kamt  für  aüe  t  im  OebieU  Q-^t^T,  kaim 
seVttt  in  demtelben  Gebiete  von  t  in  eine  Reihe  nach  poeitiven 
Potenzen  von  p.  entmckelt  werden 
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wenn  nur  (t  hinreichend  klein  gewählt  wird,  und  atuierdem  f{x,  t,^, 
nach  poeüiven  Potenzen  von  x  —  x^itj  enttoiehelt  werden  kanti  fir 
alle  t  zwischen  ]*/ull  und  T. 

Dies  ist  der  Inhalt  der  von  PomcAsfi  gemachten  Erweitenmi; 
des  CAUCHi'schen  Existenztbeorems. 

Wenn,  für  i  =  0,  «  =  ^  ist,  so  hatte  man  nach  (22) 


Man  kann  hier  ß  als  einen  Parameter  betrachten  und,  wenn  ip 
nach  Potenzen  von  ß  entwickelt  werden  kann,  so  läset  sich  nach  dem 
Obigen  ancb  das  Integral  |  —  und  also  anch  x  —  nach  Potenzeo 
von  ß  entwickeln.  Das  Integral  x  iaan  also  nnter  der  gemachten 
YoraasBetzuQg  nach  Potenzen  sowohl  von  fi  wie  von  der  Integra* 
tionscoDstante  ß  entwickelt  werden. 

Wir  haben  im  Obigen  voransgesetzt,  daas  nnr  eine  einzige 
Differentialgleichnng  von  der  Form 

-^  =  <f,{x,t,fi) 
vorliegt.     Sind  zwei  gleichzeitige  DiiTerentialgleichnngen 

^  =  ,p{x,y,t,ft), 

za  integriren,  so  lässt  sich  die  Discassion  in  ähnlicher  Weise  aus- 
führen nnd  das  Resultat  iällt  —  mutatit  mutandtä  —  mit  dem  fBr 
eine  Differentialgleichung  geltendeD  überein.  Das  Aehnliche  gilt  läi 
eine  beliebige  Zahl  von  gleichzeitigen  Differentialgleichungen. 

Im  n-Körperproblem  treten  die  Hassen  m^,  m,,  . . .,  m,_i  dw 
Planeten  als  Parameter  au£  Die  Integrale  lassen  sich  hier  nach 
Potenzen  von  m^,  m^,  ...,  m„_i  entwickeln  für  O^t^T  —  wenn 
nur  diese  Massen  hinreichend  klein  angenommen  werden  — ,  so  oft 
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die  EspLEB'schen  EUipseii,  die  man  für  m^  =  m,  =  . . .  =  in,_i=0 
erhält,  sich  nicht  ffegsmeitiff  lehneiden,  in  welchem  Fall  die  Stdrnnge- 
functioQ,  i^  eine  bestimmte  Zeit,  unendlich  gross  wird.  H&n  findet 
diese  Folgerung  ans  dem  Satz  tod  PontCAsi  im  nächsten  Abschnitte 
näher  begründet. 

Auf  diesen  Satz  hat  PoiHCAsfi  seine  üntersnchnngen  über  die 
periodischen  LösuDgen  im  Drei-£örperprobl6m ,  welche  wir  im 
folgenden  Paragraphen  behandeln  wollen,  gegründet 


§  7.  Methode  von  Poincaii^,  die  periodiichen  LAuinaen  auftuuichen. 

Wir  nehmen  an,  dass  die  Differentialgleichungen 

(1)  ^-Z,       (,-=1,2,  ...,n) 

vorgelegt  sind,  und  dasa  X^  bestimmte  Funktionen  von  x^,  x^,  . . ,,  x^ 
und  der  Zeit  t  sind  nnd  ausserdem   einen  Parameter  ft   entbalten. 

Wir  nehmen  noch  an,  dass  —  wenn  die  Zeit  wirklich  in  der 
rechten  Seite  Yon  {1)  vorkommt  —  J^  (i  =  1 ,  2,  . . . ,  n)  periodische 
Functionen  von  t  sind  mit  der  Periode  T. 

Die  Integrale  der  Gleichungen  (1)  seien 

(2)  ',  =  »,«.»')       (■■-!,  2 ")■ 

Wenn  die  Functionen  J({*,,  x^,  .  . .,  x^,  t,  fi)  sich  nach  den 
positiven  Potenzen  von  p,  nnd  von  x.  — 0,(1,0)  (i  =  1,  2,  . .  .,  h) 
entwickeln  laseeo,  so  wissen  wir  aus  dem  vorigen  Paragraphen,  dass 
die  Integrale  9^(t,  fi)  nach  den  positiven  Potenzen  von  ft  und  von 
den  Integrationsconstanten 

(3)  ft-ö,(0,^)- 9,(0,0) 
entwickelt  werden  können. 

Wenn  die  Entwickelang  von  X^  nach  Potenzen  von  ft  und 
j;;  —  6j  für  alle  reelle  Werthe  von  C  convergirt  (es  genügt,  dass  sie 
für  O^t^T  convergent  ist),  so  convergirt  die  Entvrickelung  des 
Integrales  för  beliebig  hohe  Werthe  von  t,  wenn  ft  hinreichend 
klein  gewählt  wird. 
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yfit  köim«o  also,  unter  dieaer  Vorauasetzung,  schreibeo 

+  höhere  Potenzen  von  ß^, . . .,  ß^  und  fi, 

wo  die  Coe^cienten  der  Terschiedeaen  Potenzen  von  ß^,  . . .,  ß^ 
und  n  gewisse  Functionen  von  t  sind. 

Die  Entwickelang  [4]  convergirt,  wenn  /i  hinreichend  klein  ge- 
nommen wird,  fUr  beliebig  hohe  Werthe  von  t  Wenn  die  Inte- 
grale [4)  periodüche  Functionen  von  t  sind,  so  müssen  also  diese 
Reihen  fUr  alle  Werthe  von  t  (also  auch  ftlr  f  =  oc]  convei^eDt 
bleiben.  Es  genOgt  dazu  Integrale  aufzusuchen,  die  von  f  =  0  bis 
t  =  T  convei^en. 

Es  handelt  sich  darum,  diejenigen  Bedingungen  au&usuchen, 
unter  denen  die  durch  (1)  deänirte  Bewegung  periodisch  ist 

PomcABfi  formulirt  das  Problem  in  folgender  Weise. 

Wir  haben  angenommen,  dass  die  Function  X^  von  einem 
Parameter  fi  abhängig  ist  (im  Problem  der  drei  Körper  ist  /i  als 
ein  BepräBentant  der  ,^t5renden"  Massen  anznsehen).  Angenommen, 
dass  man  die  Differentialgleichungen  (1)  für  /t  =  0  integrirt  hat,  und 
dass  man  in  diesem  Falle  gewisse  periodische  Lösungen  gefunden 
hat,  imter  welchen  Bedingungen  hat  man  dann  das  Eecht,  hieraus 
ZD  schliessen,  dass  periodische  Lösungen  auch  für  kleine  Werthe 
von  fi  exi  stiren  P 

Der  einfachste  Fall,  dem  man  begegnet,  ist,  dass  die  Coordi- 
naten  x^  iür  t=T  und  (  =  0  dieselben  Werthe  annehmen.  Nach  (I) 
werden  dann  die  Biffermtialquotienlen  der  Coordinaten  zu  diesen 
beiden  Epochen  auch  dieselben  Werthe  annehmen  und  die  Bewegung 
muss  nothwendigerweise  periodisch  werden. 

Dies  ist  aber  keineswegs  eine  nothwendige  Bedingung  für  die 
Entstehung  periodischer  Lösungen.  Handelt  es  sich  —  wie  hier 
angenommen  wird  —  um  die  Bewegung  von  Uassenpunkten,  so 
entsteht  eine  periodische  Bewegung  jedesmal,  wenn  die  Confywa- 


.y  Google 


g  7.    Methode  von  PoincAxi,  die  periodiuelun  Löaungen  aufieiuuehen.     189 

tionm  der  Massenpnnkte  osd  die  angenbtickliche  Verftncleniiig  der- 
selben für  f  s  0  and  t=  T  dieselben  sind. 

Wir  wollen  zuerst  den  ersteren  Fall  betrachten. 

Das  Integral  der  Gleichnngen  (1)  hatten  wir  in  der  Form 

geschrieben,  oder,  wenn  wir  die  Differenz  der  Anfangswerthe  ß^ 

,?,  =  Öi(0, /i)-Öi(0,  0) 
mitnehmen  wollen 

Die  Bewegung  sei  fUr  ^  =  0  periodisch  mit  der  Periode  T, 
80  dass 

0,(2",  0)  =  Ö(  (0,0)      {i=  1,  2,  ...,  «). 

Wann  entsteht  eine  Bewegung,  die  auch  fllr  ;i  =|=  0  periodisch 
ist?    Offenbar  ist  dies  der  Fall,  wenn 

«,(T,  (.)  -  «,(0,  rt      (.-1,  2,     ..,,), 
ist,  oder,  nach  (4),  wenn 


Nach  (1)  können  wir  folgenden  bequemeren  Ausdruck  für  rp^ 
finden: 

T 

(6)  %f^^=fx^dt 

oder 
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"f.  -  A/If'" +  A/lf  ■"  +  •■■  + "•/if'"  + 

0  0  0 

T 

+  fiC-^dl+  höhere  Potenzen  von  /?,  nnd  fi, 


wo  unter  den  Integralzeichea  [t  =  0  =  (ij=...  =  fi^  zu  Betzea  ist 
Wir  wollen  dieeen  Aasdruck  in  der  Form 


(  Vi  =  -^aA  +  '^ilß,  +  •■■  +  ^inßn  +  Aal*  + 

(7)       { 

I  +  höhere  Potenzen  von  ß^  und  fi 


schreiben,  so  dass 

('•) 

..,-/4f.<, 

und 

(7") 

-»=/4^-- 

Wenn  die  Gleichungen  (5)  oder 

(8)  \  ,/;,  =  i^j  =  .  .  .  =  i/,^  =  0 

sich  nach(9i,  ß,,  ..  .,  ß^  auflösen  lassen,  so  erhält  man  ^,,  . . .,  ß. 
als  Potenzreihen,  die  nach  Poteni^eo  von  ft  fortschreiten 

[9)  ßi=Pi(M)      {i=h  2,  ...,  «). 
Die  Anfuigswerthe  der  Coordinaten  waren 

(9*)  {''^=o  =  e,{o,o)  +  ß, 

und  durch  (9)  sind  also  diejenigen  AnfangswerÜte  bestimmt,  ffelcbe 
zu  periodischen  Lösungen  der  Differentialgleichungen  (1)  führen. 
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Nach  g  3  im  eretaa  Abschnitte  sind  die  LöBongen  (9)  einfache 
Lösongen  der  Oleichnngen  (8),  bo  oft  die  Determinante 


;iO) 


^^,     ^„ 


von  Noll  verschieden  iat 

Im  AUgemeinen  sind  in  der  Mechanik  die  Gleichungen  [8]  nicht 
von  einander  onabhäDgig.    Angenommen,  dass  ein  Integral 


F{x^,  i 


x^,  t)  =  C 


der  Gleichungen  (1]  existirt,  dae  in  t  periodisch  ist  mit  der  Periode  T, 
dann  hat  man 


=F(d,  [T,  p), , 
oder,  da 

iat,  80  hat  man 

I      0- 

(11) 


,  9.(1',  f).  T)  =  F{S,  (0,  rt «.(0,  ,,),  0) 

,e.[T,f.),o), 

«,(I',»')-«,(0,c)+V, 

J'(«,  (0,  rt  +  Vi .  ■  ■  ■ .  «.(0. )")  +  V..  0) 
-,f(9,(0,c) «.(O,rt,0). 


Die  rechte  Seite  ron  (11)  ISsst  sich  nach  Potenzen  von  ifi^, 
■  ■  ■ ,  tp^  entwickelu  vnd  verschwindet,  wenn  ^^  =  i^^  =  . ,  .  =  tf ^  =  0, 
Wenn  also  n  —  1  der  G-rSssen  yi^,  if>^,  . . .,  ifi^  gleich  Null  ist,  so 
mnes  auch  die  übrige  Grösse  verschwinden.    Im  Besonderen  mnas  fUr 


such  1^  =  0  sein,  wenn 
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Ebdstirt  ein  Integral  F  dieser  Art,  so  können  also  die  Qlei- 
chnngen  (8)  niclit  von  einander  nnabhängig  sein.  E^  genügt  dann 
die  R  —  1  Gleichungen 


(12) 


■V.-1 


.0 


ZQ  betrachteD,  nod  für  die  Entstehung  einer  einfachen  Lösung  ist 
erforderlich,  daes  die  Determinante 


(12^ 


^n-l, 


^«-I,.. 


von  Nnll  verschieden  ist 

Eine  der  QrÖsaen  ß^  kann  in  diesem  Fall  beliebig  gewählt 
werden,  oder  man  kann  zn  (12)  die  Gleichung 

adjungiren,  wo  C  belieb^  gewählt  werden  kann. 

Sind  zwei  ähnliche  Integrale  vorhanden,  können  im  AUgemeioea 
zwei  der  Gleichungen  (8)  als  Fo^erungen  ans  den  n  —  2  flbrigen 
betrachtet  werden  u.  s.  w. 

Den  zweiten  Fall,  in  welchem  periodische  liösnngen  auftreten 
können,  den  wir  kurz  dadurch  charakterisiren  wollen,  dass  die  Con- 
fignr&tiou  der  Massenpunkte  für  /  =  0  und  t=T  dieselbe  ist,  wollen 
wir  mit  Podicab^  unter  einer  besonderen  Voraussetzung  behandeln. 

Ea  seien  die  canonischen  pifferentialgleichnngen 


(13) 


dxi 


dF 


dy< 


[i=\, 


gegeben,  wo  F  eine  f^inction  von  j;,, 
ist  mit  folgenden  Eigenschaften: 


,  y,  nnd  pt 
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1]   F  läBBt   Bicli   für   alle   reellen  Werthe   tod  y^,  y^,  ,-.,  y, 
nach  poBitaTen  Potenzen  von  (i  entwickeln 

(13*)  F^F^  +  nF^+,i*F^+...; 


2)  J'o  hingt  nnr  von  *,,  ar,,  . . .,  x^  ab; 

3)  F  ist  periodisch  in  3/,,  y,,  ■ . .,  y,  mit  der  Periode  2«. 
Die  Differentialgleichnngen  (13)   lassen  sich  dann  fOr  ^  =  0 

leicht  lösen.    Man  erhält  in  der  That,  ftir  /i  =  0 , 


M      ft-o. 

TT äS^-""      1'-'' 

weldie  geben 

(141 

''"""                  (i=l,  2, 

wo  a^  and  n.  cmutante  GröBBen  bezeichnen. 

Wenn  nun 

"ir,  ».T ».T 

, ') 


Tiel&che  tod  2n  sind,  so  ist  die  Bew^ang  periodisch  mit  der 
Periode  T. 

Wann  existiren  hier  periodische  LSsnngen  für  /« ^  0  mit  dei^ 
selben  Periode  T7 

Offenbar  mOssen  wir  im  AUgemeioen  zu  diesem  Zweek  die 
Anfangsverthe  a^  and  m^  für  x^  and  y^  etwas  ändern.  Ek  sei  also 
fUr  (  =  0 

nnd  wir  fuhren  statt  x^  nnd  y^  aene  Vei^derliche  <p^  und  ■tf>^  dttrch 
folgende  Gleichungen  ein 


(15) 

J'|-»i'  +  '».  +  J'i  +  Vr 

(■•-1,2,.., 

.,    ') 

CHULDB,    UKhulk  d«  Blmmeb.    IL 
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FQt  <f^  and  y,  erholten  vir  die  folgenden  Differentü^löcbongen 


(16) 


d<pi  BF  _  flF 

dt  a J^  ~  3 oi( ' 

(.•-1,  2,...,  .) 


Wenn  qp,  and  i//,  ftlr  f  =  0  and  t  =  T  dieselben  Werthe  (hier 
Nnll)  annehmen,  bo  ist  die  Bewegong  offenbar  periodisch  mit  der 
Periode  T. 

Betrachten  wir  zuerst  die  Oleichnngen 

(17)  v,m-V,(0)-0-       (.-1,2,  ...,.) 

Da  die  0IeichangeB  (13)  das  Integral 
F-C 

besitzen,  so  sind  die  Gleichungen  (17)  nicht  von  einander  unabhängig; 
wir  nehmen  an,  dass 

Sx.- 


r+0, 


BO  daaer  die    Gleichung  ^,(7)  =  0    eine  Fo^e  der  anderen  Glei- 
chungen (IT)  ifiL    Wir  haben  also-  die  («  —  1}  Gleichungen 

(17-)  ^1^  =  0       (.-=1,2,  . ..,*-!) 

2U  betrachten,   und  können  eine  der  OrösBen  /?,  beliebig  wählen. 

Wir  seteen 

(18)  A-0. 

Nach  (6*)  erhalten  wir  nun  (i  =  1 ,  2,  .  .  . ,  s  —  I). 
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0  ü  0  '    ' 

<"'  rar 

+  fi  I  -3— J-  dt  +  Glieder,  die  höhere  Potenzen  toh  ß.^,  ...,  ß^_^ 
0 

und  ft,  enthalten. 

Da  F^  nur  von  Zj ,  f, ,  . . . ,  x^  und  nicht  yod  ^1 1  y^  r  ■  -  ■  >  ^, 
ahhängt,  so  enthalten  die  mit  y^,  /, ,  .  . . ,  /,  mnltipUcirten  G-heder 
in  (19),  die  hier  nicht  aoagesidirieben  worden  sind,  an<^  den 
Factor  fi. 

Da 

Sotdaj 

eine  Comtante  ist,  so  erh&lt  die  Gleichung  (19),  nachdem  durch  T 
dividirt  worden  ist,  die  Form 


0  0.0  0.  ri 


(19") 


+f/4f^' 


-ß.-,+ 


(i-i,  2,  ...,.-1). 


Diese   Gleichungen   hestimmen    die   Werthe    von   ß^,  ß^,  . 
1.    Die  Lösung  ist  eine  ein^he,  wenn  die  Determinante. 


a^F, 

ä>p. 

ÖOlÖtt,    ' 

■'       «•.«»..! 

ä'P, 

«•F, 

fla.-i^ai' 


von    Noll    verschieden   ist     Diese   Determinante   ist   aber   nichts 
anderes    als    die  HBSs'scbe  Determinante  Ton  F^   in  Bezug   anf 
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Die  Bedmgnng  für  die  Elntstehimg  einer  einfachen  Löanng  der 
Oleidinngen  (17)  ist  also,  dass  die  Hsssx'tcke  JDetermäuaUe  von  F^  n 
Bezug  auf  $—\  von  den  Grotten  z^,  x,, ...,  ;r,  von  NuU  vertckiedMi  itt 

Wir  gehen  nun  zur  BetraclitaDg  der  G-leichnngen 

(20)  y.(r)  =  o     (.-=1,2, ...,.) 

über. 

Wir  könneD  hier  die  Grössen  /?,,  /3,,  . . . ,  ß,  als  bekannt  Tor- 
auBsetzen  and  brauchen  also  in  (20)  onr  die  mit  /,,  ;*,,  ...,  /, 
und  (i  multiplicirten  Glieder  in  Betracht  zu  ziehen. 

Wenn  wir  die  Formel  (6*)  zur  Berechnnng  Ton  ^f{T}  anweDden, 
so  erhalten  wir 

0  0 

Es  wurde  aber  angenommen,  dasB  F^  von  y^,  y,,  ...,  y,  an- 
abh&ngig  war;  folglich  mass  man  nnter  dem  Integralzeichen  für  F 
die  Grösse  /iF^  einführen  und  die  Glieder  in  9),  (7]  haben  also  alle 
den  Factor  (i,  was  offenbar  auch  fOr  die  in  dieser  Formel  vemach- 
lässigten  Glieder  gilt.  Wird  durch  den  Faktor  fi  diridirt,  erhalten 
wir  somit 


(21) 


r 


Damit  die  periodische  Lösung,  die  wir  hier  betrachten,  eine 
analytische  Fortsetzung  der  ftlr  ^  =  0  erhaltenen  Lösung  sein  soU, 
ist  offenbar  erforderlich,  dasB  die  Werthe  fflr  ^'j,  .>-,  ;',.  die 
wir  aus  (21}  erhalten,  mit  (i  vertchvnnden  mütten.    Die  Gleichung  (21) 
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enthält  aber  ein  Olied,  das  den  Factor  pt  nicht  besitzt,  und  folg* 
lieh  mnss  dies  Glied  Terechwinden.  Ist  die  Lösung  periodiscb, 
so  müssen  also  die  folgenden  »  Gleichnngen  stattfinden 


(22)  O-J-^lirfl       (.--1,2 .). 

Die  Gleichungen  (22)  zeigen,  dass  es  fOr  die  Entstehung  perio- 
discher Lösungen  erforderlich  ist,  dass  gewisse  Relationen  zwischen 
den  6r9seen  x^  und  y^  für  /*  =  0,  d.  b.  zwischen  a^  nnd  en^  be- 
steben. In  vielen  Fällen  genOgt  es,  die  Grössen  a^^  in  geeigneter 
Weise  zu  bestimmeD. 

Die  Untersuchung  der  Gleichungen  (22]  wird  von  PonicABfi  in 
folgender  Weise  ausgeführt    Hau  setze 

T 

(23)  ra-T/-^.-"- 

0 

Die  Grösse  \P-^  ist  also  das,  was  man  in  der  Uathematib  mit 
dem  Mamen  „Hittelwertb  der  Function  F^"  bezeichnet 
Die  Gleichungen  (22)  lauten 

(22^  ^  =  ^_0      (.-1,2 .). 

Diese  Gleichungen  (22*)  sagen  ans,  dass  die  Function  [F^],  als 
!Fnnction  tod  (v, ,  o>,,  ...,  (»,  betrachtet,  ein  Mtxximum  oder  ein 
Minimum  tön  muit. 

F-y  ist  eine  periodische  Function  von  y-^,  y^,  •■•,  y,.  Man 
hat  also  nach  dem  Theorem  Ton  Fottbibb 

Fy  ~'^AiMt{myyy  +  ...  +  m.y,  +  A}, 

wo  nij ,  . . . ,  m,  alle  positiren  und  negativen  ganzen  Zahlenwerthe 
annehmen. 
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Uan  hmt  hier 

y,  =  «,<+»„ 
so  daBB 

wo 

öj  =  (iMjMj  +m,n,  +  ...  +m,nj(  +  mjiBj  +  »i,ft)j  +  ...  +  m,fl>,  +  A. 

Folglich  ist 

dF,  .C-!  < 

und 

T 

(24)  [^.l-il^.il-S^ooso,, 

0 

wo  das  ZeichsD  $  b«deatet,  dass  die  Siunmatioii  Ober  alle  solche 
Werthe  Ton  m^,  . . .,  m,  aoBzudehnen  iat,  för  welche 

(24*)  '^m,n,^0 

ist 

Die  Bedingung  (22*)  lautet 

(25)  0=^  =  - Swi^BiiKö.      (1=1,2,...,*) 

Wir  werden  im  zwölften  Paragraphen    die  Folgerungen    am 
dieser  Gleichung  in  Bezog  auf  das  Drei-Eörperprohlem  untersuchen. 

§  8.    Fortsetzung.    Methode  von  Poincar£,  die  periodischen 
Lösungen  aufzusuchen. 

Die  Bedingungen  fOr  periodische  LSenngen  der  Gleichungen 

Idx,  _      8_F 
dt  "       dy,' 
{.■=1,2,  ...,.) 
dy,  _       dF 
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wo 

ist,  nad  F^  aar  tob  «^ ,  Zj,  ■ .  ■ ,  2,  «bhängt,  war  nach  dem  rorigea 

Paragraphen 

(2)  ffW  +  O, 


(3)  ^  =  0       (.-=1,2, 


sm. 


wo  ff{Fg)  die  HEBSK'schfl  Determinante  Ton  F^  in  Bezog  anf  '  —  1 
der  Grössen  x^,  x^,  . . .,  x^  bezeichnet 

Soll  die  Lösncg  von  (21)  nach  y^,  7',,  .■.,}',  eine  einfache 
sein,  80  mass  ansserdem  die  Gleichung 

(4)  J«I  +  0 

BtatttindeD,  wo  die  HBSSB'scbe  Determinante  in  Bezug  anf  w^,  <u,, 
.  .  . ,  <o,  ZQ  nehmen  ist 

Es  kommt  öftere  vor,  daas  die  Bedingung  (2)  nicht  eifUllt 
ist,  indem  nämlich  F^  nicht  alle  Grössen  Xj,  z,,  . .  ■,  x,  enthält 
Obgleich  die  Behandlung  dieses  Falles  leicht  aas  dem  Obigen  her- 
vorgeht, wollen  wir,  nach  PoiNCABfi,  diesen  Fall  besonders  ins 
Auge  &BBen,  da  er  im  Drei-Eörperproblem  häufig  Torkonunt 

Wir  nehmen  der  Einfachheit  wegen  an,  dass  yier  Freiheite- 
grade  vorhanden  sind,  und  dass  F^  nur  tou  x^  und  x,  abhängig  ist 

Wir  erhalten  daon 


»1 

er,      . 
".-".-0 

-It 

fOr  ftsO 

»1  -«1. 

*, -0,, 

'.  =<% 

Ä  =  ", '  + 

"1. 

y,  =  n,  (  +  m, , 

s,-". 
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Die  Bediugongsgleichungen  (6*)  des  vorigen  Faragrapliea  laaten 
hier  (nach  ZeicbenwechBel} 

0  0  0 

0  0 

0  0 

0  0  0 

0  0 

Da  ^g  Qur  2j  und  x,  enÜ^t,  ao  findet  man,  dass  die  dritte  and 
Tierte  dieser  Oleichongen  p.  als  Factor  besitzt,  indem  man  statt 
P^  ßberaJl  nP^   einzofOhren  hat,   und  die  BedingungsgleichungeD 
lanteo 
(6)  0-v.-v,--^-*- 

Die  ersten  zvei  dieser  Oleiclmngea  liatiea  die  Form 

10  =  ^,  ;9,  +  ^,/?,  +  Glieder,  die  mit  /i  Terechwinden, 
0-^,A+4.A+        C  ., 
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(7*)  A,^=Si 


ist 

Nach  (7)  lassflD  sich  ß^  und  /?,  als  Potonzreiben  nach  ft  dar- 
stellen,  welche  mit  ^  rerschwinden,  unter  der  Yoraussetzang,  dass 
die  Detenuinante 

I  ■^11'    ^t  I 
nicht  Terschwindet. 

Diese  Determinante  ist  nichts  anderes  als  die  Hesss'sche  Deter- 
minante von  ^Q  nach  x^  und  jt,.     Wir  nehmen  also  an,  dass 

(8)  ^ra  +  O.      (Arg..,,»,) 

Die  übrigen  beiden  Oleichnngen 

0^  Vt.  =  Vi 

enthalten  theila  Glieder,  die  mit  ß,  und  ^  moltiplicirt  sind,  aber 
ausserdem  ein  G-lied,  das  mit  n  und  ß^  nicht  verschwindet 

Die  Anfangsbedingungen  müssen  somit  in  solcher  Weise  be- 
stimmt werden,  dasa  diese  Glieder  gleich  Null  sind.  Wir  eriialton 
also  die  Bedingungen 


0  0 

T  T 

o--!-f/f   di.f^di, 

(i  j    0x^0 ft  J   axt        ' 


oder  wenn  man  die  Function  [^,]  einfQ 

(«) 

'-i?-. 

^=»- 
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Was  die  BediDgangsgleichoDgen 

betrifft,  80  werden  üe  in  gleicher  Weise  beliandell;  wie  im  Torigen. 
Paragraphen.    Sie  erfordern,  dasi 

(10)  t5^  =  0-      ('=1.2,  3,4) 

Die  Werthe  Ton  Yh  Ytt  Ya  """^  /*  "»Uden  eine  eätfaelu  Lösung, 
wenn  die  HsssB'sche  Detenninante  toq  [F^'\  nach  m^,  tu,,  w,  and 
to^  von  Null  verschieden  ist 

In  demjenigen  Falle,  dass  F^  nur  von  x^  and  x^  abhängt 
mUssen  also  die  Anfangsbedingungen  ßir  x^,  x^,  y,,  y,,  y,  und  y^, 
d.  h.  die  Werthe,  welche  diese  ÖrOssen  fUr  f=0  und  ^  =  0  an- 
nehmen, 30  bestimmt  sein,  dass  [^^],  als  Function  dieser  ürössen 
betrachtet,  ein  Maximum  oder  Minimum  wird. 

S  0.    Die  ForM  der  Eittwickeiuno  der  Stfirungeftinctlon. 

FOr  die  Untersuchnng  der  periodischen  Lösungen  ist  es  noth- 
weodig,  einige  Formen  der  StÖrongsfonctioQ,  die  früher  nicht  ge- 
geben worden  sind,  abzuleiten.  Ich  werde  mich  dabei  aof  die  erste 
Potenz  der  störenden  Massen  beschrBjiken  —  d.  h.  aof  die  Form 
der  mit  F^^  bezeichneten  Fonction  — ,  obgleich  die  meisten  der 
folgenden  Besultate  leicht  auf  die  strenge  Form  der  Störongsfimction 
Übertragbar  sind,  wenn  man  sich  der  JACOBi'schen  canoniechen 
Elemente  bedient. 

Die  Störungsfiinction  ist  von  den  drei  Abständen  r,  /  und  r" 
abhängig,  and  man  hat 

(1)  /'*  =  r»  +  /*-2rr'co8v, 

wo  <p  den  Winkel  zwischen  den  beiden  Kadienvectoren  r  und  /  be- 
zeichnet. 
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Durch  die  excantiische  Anomalie  to  aoBgedrfickt  irt 
r  =  a  (1  —  «  cos  w ) 
r'  =  a*  (1  —  «'  cos  u»') , 
wo  w  and  w'  mit  den  mitÜereD  Anomalieo  /  tud  l  durch  die  Formel 

(2}  w  —  e  aintp  s= /, 

(2*)  w'—  e'8inw'=  i' 

Trabanden  sind. 

Diese  Formeln  zeigen,  Aaaa  r  und  r'  in  FouBixB'sche  B«ih«n 
nach  den  Viel&chen  von  /  bez.  /'  entwickelt  werden  können: 


Die  Werthe  der  Coefücienten  sind  in  IV  g  9  angegeben. 
Schreiben  wir  (2)  in  der  Form 

w  —  /  —  esin{io  —  /+/)  =  0 
oder 

tp  — /  =  «coe/8in(a)  —  l)  +  »sin/cos  (w  —  l), 

so  ist  nach  dem  Theorem  von  Liqbaugb  ersichtlich,  das.  w  —  /  als 
eine    Beibe    nach    Potenzen    tod    ecos/    and    «sin'    dai^eetellt 
werden  kann 
(4)  ir-i  =  P,(eco8/,  «sinO, 

welche  Keihe  für  «  =  0  Terschwindet 

Ejben&Us  bat  man 
{4?)  tu'  -  /'  -=  P^  («'  COB  /',  e'  Bin  0 . 
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Für  die  wahre  Länge  v  in  der  Bahn  hat  man  folgenden  ■  be- 
kannten AuBdmck  in  den  oscnlirenden  Elementen: 


V  =  n  +  l  +  "^afSinil, 


^  ^i  sin 


wo  a,  als  Potenzreihe  in  «  dargestellt  werden  kann.     Diese  Coeffi- 
cienten  sind  TOn  der  Fonn 


nnd  hieraus  folgt,  wie  in  VI  §  2  in  einem  älmlichen  Fall,  dass 
«fSint/  nach  Potenzen  von  ecoBl  and  esinl  entwickelt  werden 
kann.    Mau  erhält  also 

t)  =  «  +  /  +Pj  (e  cos/  ,  e  sinl), 
o' =  n' +  l'  +  P^'[e'coai',  e'tänl'). 

In  Bezog  auf  die  Darstellung  des  Winkels  f  in  (1)  wollen  wir 
zuerst  den  Fall  betrachten,  dass  die  Bewegung  der  drei  Kifrper  in 
einer  Ebene  stat^mdet. 

Dann  ist 

(f  =  v  —  ^ , 

ond  man  findet  ans  (6),  dass  in  diesem  Fall  tp  von  l,  l'  nnd  n— n' 
abhängig  ist.  Weiter  ist  offenbar  r",  nnd  anch  die  StSmngsfnnction, 
eine  perioditche  Fanction  dieser  Veränderlichen.  Man  könnte  dies 
schon  ans  Y  §  10  schliessen.  Hier  können  wir  einen  Schritt  weiter 
gehen,  indem  nämlich  ans  [3]  and  (6)  anmittelbar  folgt,  dass 
r,  /  ond  r",  nnd  somit  anch  die  Störongsfnnction,  unverändert 
bleibt,  wenn  man 

/        mit     -  / 

i'         „       - 1' 

n  —  w"     „     ji*  —  n 
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Tertanscht    Die  Entwickelong  der  Stönmgsftmctioii  miiBS  also  die 
folgende  Form  haben 


(7) 


^1  =  S^w-jW^O"'  +  '^  +Ji^  -  «0)- 


WD  Jf.p.j  TOD  a,  ä,  e  imd  e'  abhängt,  und  i,  t"  und  j  alle  poaitiTen 
und  Degativen  ganzen  Zahlenwerthe  annehmen. 

#,  ist  also  eine  gerade  Function  too  /,  1'  und  «  —  «'. 

Ans  (3),  (4)  und  (6)  folgt  weit«,  daas  F^  als  eine  Function  von 
a,  a',  eooBl,  «sin/,  e'cOB/',  «'sin/'  und  von  X  ~  )i'  betrachtet 
werden  kann,  wo 

1  =  n  +  1=  mitüere  Länge 

ist,  und  zwar  l&sat  sich  F^  nach  Potenzen  der  OrSesen 
e  cos/,       e  sin/ 
e'  008  /',      «'  sin  /' 


entwickeln ,    wobei    die    CoefGcienten    periodische  Functionen    von 
X~X'  sind. 

Gtehen  wir  zu  dem  allgemeinen  Brei-Eörperproblem  Über,  so 
wisBen  wir  aus  V  §  9,  dasa  der  aufateigende  Kooten  der  «inen 
Planetenbahn  auf  der  nuTeränderlichen  Ebene  mit  dem  absteigenden 
Knoten  dar  anderen  Bahn  zuaämmenfällL  Der  Abstand  r"  zwischen 
den  beiden  Massen  m  und  m'  lässt  sich  alao  (von  den  Grössen 
zweiter  Ordnung  der  Massen 
ab^sehen]  in  der  folgenden 
Form  schreiben 
{8*)  r"'=r»+r'»— 2rr'coay, 
wo 

COBq!i=-CO8(t)-i^C0s(l''-i/)+    — 

+8in(t)— ß)ain(ti'-  fi')coa/ 
ist,  oder,  da,  ii  =  £^  ist, 
(8)         cosy  =.co8(t)-B')-28in'^/Bin(ti—  ß)ain(e'—  ß). 
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E^  bedeatet  hier  /  die  gegm»eitigt  Meigong  der  beiden  Planeten» 
ebenen  gegen  einander,  d.  h.  die  Summe  der  Neigmgen  der  Planeten- 
bahnen gegen  die  unveränderliche  Ebene. 

Ee  ist  aber  nach  (5) 

oder,  wenn  man  mit  Delaithat 

g^n  —  Si 

[  V  -Si  =  l  +g  +2«i«o»' 

(  ti  —  Qs't  ■\-^  +  2<8ini? 

und 

(9^  c  —  o'  =  /  — r  +  j  —  y'  +  2«(8ini7  — 2«^'8">'''• 

Setzt  man  diese  Ausdrücke  in  (8)  and  (8*)  ein,  so  findet  man, 
dass  r"  und  ebenfalls  F^  periodische  Functionen  von 

/,    t,    g,    und    ^ 

sind,  die  nach  Potenzen  von  «,  e'  und  sin'^/  (/  =  i+i')  ent- 
wickelt werden  können,  mit  Coefficienten,  die  von  a  und  a'  abhängen. 
Diese  Ekitwickelungeu  werden  nicht  geändert,  wenn  man  gleich- 
zeitig die  Zeichen  von  l,  t,  g  und  g'  wechselt  F^  ist  also  eine 
gerade  Fnnction  dieser  Grössen,  and  wir  können  schreiben 

(10)  F^  ~  -^Äco^iil  +  i-V  +jg  +//). 


§  10.   Periodische  LAsungen  der  ersten  Gattung. 

PoiHOABfi  geht  bei  seinen  ünterBachungen  über  periodische 
Lösungen  tou  den  Differentialgleichungen  für  die  otculirenden 
Flemente  aas,  und  er  wird  hierdurch  zur  Aufttellong  der  folgenden 
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drei  Gattnngsn  periodischer  LöBangen  dei  Problenu  der  drei 
Körper  geffthrt: 

Fär  die  erita  Qeätiatg  nnd  die  Neigimgea  Null  nod  die  Ebccen- 
faricitäten  Terschwindeii  mit  den  kleinen  Massen  (/t  ^z  0) . 

F&r  die  ztoeite  GaOunff  sind  die  Neigungen  eben&lls  Null,  die 
ExcentricitiLten  behalten  aber  für  ^  =  0  eine  endliche  Qrdese. 

i>»  dritte  Geüturuf  nmfasst  die  f^lle,  wo  die  Neigungen  end- 
lich sind. 

Die  erste  Gattung  würde  man  geneigt  sein  als  einen  ^ecial- 
&11  der  zweiten  G^ttnng  zu  betrachten.  Sie  nnterscheiden  sich  aber 
in  einem  wesentlichen  Punkt  Betrachtet  man  nämlich  (f[lr  ^  «  0) 
zwei  Planeten,  die  sich  mit  gleichfBrmiger  Bewegung  in  kreitfärmigen 
Bahnen  um  die  Hauptmasse  bewegen,  so  ist  die  Bewegung  dieser 
drei  Massen  hnmer  als  eine  periodische  zu  betrachten,  indem  t&ia.- 
lich  die  Periode  gleich  der  synodischen  Ümlaofszeit  der  beiden 
Planeten  ist 

Anders  stellt  sich  die  Sache,  wenn  es  (ftlr  ^  =  0)  sich  um  zwei 
Planeten  handelt,  welche  sich  in  elliptischen  Bahnen  um  die  Central- 
maese  bewegen.  Die  Bewegung  kann  auch  hier  periodisch  sein, 
aber  nur  unter  der  Bedingung,  dati  die  mitäeren  Bewegungen  der 
beiden  Planelen  commenmrabel  iind.  Man  steht  hier  offenbar  Tor 
^nem  Problem  ganz  anderer  Art,  als  im  Yorigen  Falle. 

Werden  die  mittleren  Bewegungen  der  beiden  Planeten  {f&r 
ju  =  0}  mit  n  and  n'  bezeichnet  (n  >  n'),  so  ist  die  synodische  üm- 
laofszeit T  gleich 


Di«  Bewegung  igt  also,  für  ^  =  0,  periodisch  mit  dieser 
Periode,  wenn  die  Bahnen  kreisförmig  sind.  Oiebt  es  dann  auch 
für  (t>  0  periodische  Bahnen  mit  derselben  Periode? 

Es  gelingt  Poinoas£  eine  Antwort  auf  diese  Frage  zn  finden, 
fast  ohne  die  Differentialgleichungen  der  Bewegung  in  Betracht  za 
ziehen.  Wenn  nämKch  das  von  den  gegenseitigen  Abständen  r, 
r,  /'  der  drei  Körper  gebildete  Dreieck  fllr  ( =  0  und  ftlr  f  =  T 
dieselben  Dimensionen  hat,  und  wenn  ansserdem  die  Ableitungen 
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von  r,  r'  nnd  /'  in  diesen  beiden  Epochen  die  gleichen  sind,  so 
moBB  offenbar  die  Bewegung  periodisch  ausfallen. 

Wir  haben  aber  im  Torigen  Paragraphen  gefandeu,  dass  die 
Abstände  r,  /  und  r",  wenn  die  Bewegung  in  einer  Ebene  statt- 
findet, nur  TOn  den  folgenden  Orössen  abb&Bgeii: 


a,    e  gobI,    t  änl, 
ä,    tf*  cos  f ,    «^  sin  f 


und  X  —  X',  and  dass  sie  in  J,  —  X  periodisch  sind,  mit  der  Periode  2n, 
sowie  dass  sie  nach  Potenzen  von  ecoBl,  eäal,  e'ooaf  und  /sinf 
entwickelt  werden  können. 

Weiter  haben,  weil  die  Elemente  a,  e,  u.  s.  w.  oaculirend  sind, 
die  Ableitungen  von  r  und  r'  dieselben  Ausdrücke  in  der  ungestörten 
und  in  der  gestörten"  Bewegung.     Es  ist  also 


1  -TT-  nur  von  den  sechs  GrOssen  (l)  abhängen.    Da 
r"  »  =.  r»  +  /  *  -  2r  /  008  (P  -  !.■) 


dl  r» 


dr" 


ist,  80  ist  -j—  auch  durch  dieselben  Grössen  und  X~X'  bestimmt 
Damit  die  Bewegung  periodisch   ausfällt,  ist  also  erforderlich, 

dass    die  Grossen  (1)  fUr  /  =  0   und  f&r   t=2T  dieselben  Werthe 

annehmen,  und  dass  X  —  X'  am  2a  wächst 

Die  mittleren  Bewegungen  r  und  n'  sind  durch  die  Formeln 
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bestimmt ,  vq  A~  }fäy  A  —  ^ä  and  y  fod  /  zwei  von  den  MasBen 
abhängige  Gonstanten  sind. 

Für  *  =  p  =  0  nehmen  wir  an,  dasB 

«  =  e'  =  f=.r  =  A  =  i'  =  0 
nnd  A  =  A^,  A  =  A^  ist 

Um  eine  periodische  Bewegung  ftlr  ^  4=  ^  ^'^  erhalten,  nehmen 
wir  an,  dass  e,  e',  l  und  l  die  Werthe 

«0.    <>    k'    k' 

annehmen;  dagegen  kann  man  den  Anfang  der  Zeit  nnd  die  Lage 
der  JT-Achse  so  wählen,  dass  auch  für  /( =t=  0 

A  =  i'  =  0 . 

Die  Anfangswertbe  von  A  nnd  A  seien  Ag  +  /?,  nnd  A^^'  +  ß^, 
FUr  t^T  nehmen  die  Grössen  (1),  wo  a  gegen  A  vertanscht 
wird,  die  Werthe 

A+A+Vi.      «0  cob/o  +  1//,,      *o8in/o+V*. 

4»'  +  A  +  V»  t      'o'  cos  '0'  +  Vi  •      <  «1  ^.'  +  ^6 

nnd  X  —  X  den  Werth 

2b  +  Vo 

an.     Die  Bedingungen  f&t  eine  periodische  Bewegung  sind  also 

(2)  ^^  =  ^,  =  ^,  =  ^,  =  ^^  =  V's  =  V'a  =  0- 

E^  giebt  aber  zwei  Integrale  der  Bewegung.    Das  Integral  der 
lebendigen  Eraft  nnd  das  Integral  der  Flächen,  welche  lauten 

{  F=C, 

[         ß  Afr:^*  +  ß:  A  fT^*  =  c , 

-wie  im  ^nfien  Abschnitt  bewiesen  wurde. 

CHiniMi,  Ucchanik  dsa  Himmeln  IL  11 
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Was  das  Integral  der  lebendigen  Kraft  betrifft,  so  kann   es 
nach  Potenzen  tod  /*  entwickelt  werden 


F=F„  +  ,tF^  +  fi*F^  +  ... 


Wie  im  Paragraphen  (7)  findet  man,   dass  tf^    nnd  ip^  ver* 
schwinden  mfissen,  wenn  t/Tg,  'y,,  t/r^  n.  s.  w.  gleich  Null  sind. 
Wir  müssen  also  die  Gleichungen 

(4)  Vo  =  V.  =  V.  =  ^5  =  ^»  =  0 

auflösen  nnd  PomOAsfi  f&gt  hierzu  die  Gleichung 

(4*)  F=C, 

wo  C  als  gegeben  betrachtet  wird.    Die  AnEangswertbe 

ft.  ß„  '.•  V. '..  V 

müssen  so  hestinunt  werden,  dass  (4)  und  (4*)  befriedigt  sind. 

Um  die  Existenz  einer  einfachen  Lösang  dieser  Gleichung  dar- 
zuthun,  genügt  es  zu  beweisen,  dass  die  Functionaldeterminante  der 
linken  Seiten  dieser  Gleichungen  fär  Q=n=ß^=ß^=ef^  =  ej^'=l^=sl^' 
von  Null  Terschieden  ist 

Bei  der  Ableitung  dieser  Determinante  ist  es  nicht  nothwendig, 
die  von  n  abhängigen  Glieder,  hinzuschreiben.  Es  genügt  diejenigen 
Glieder  in  (4)  nnd  (4*)  zu  betrachten,  die  nicht  mit  (t  rerschwinden. 
Mit  anderen  Worten  können  wir  die  Sache  so  ausdrOcken,  dass  es 
für  die  Untersuchung  dieser  Determinante  hinreichend  ist,  eine 
unffettörte  Bewegung  zu  betrachten,  welche  Ton  den  Elementen 
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<  +  A-   V.   V 

bestimmt  ist 

FUr  j'g  würde  man  dum  den  Ausdruck 


2(A+Ä)'^2(A'+Ä)" 


erhalten,  und  ßlr  die  nenen  mittleren  Bewegungen  y  nnd  iV'  würde 
man  die  Werthe 


bekommen. 

Die  Winkelgrössen  l  und  J.  würden  von  /=0  bis  t=T=-^^, 

wachsen,  nnd  /'  nod  X'  gleichzeitig  nm  die  CMase 

n~n  \        A/ 

Die  Glieder  in  ^^,  y;^,  yt^  u.  b.  w.,   die  nicht  fi  als  Factor 
haben,  sind  also 

tfig  ==  e^  C08(/^  +  U)~-e^co8lg,      ■if^=eg  8in(/^  +U]—e^  sini^, 
V,  =  «(.'cosCV+C'WcobV,     i/',==<8in{V+(n-«o'8i°V- 

Es  hat  jetzt  keine  Schwierigkeit,  die  Fanctionaldeterminante  A 
dieser  G-teichnngen  an&nstellen.    Es  ist  in  der  That 
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wo 

J,  =  Detenninanta  von  F^  und  ^^  in  Bezug  auf;?,  und  ß^; 

A,  =  Determinante  tod  ^,  nnd  \f>^  in  Bezog  auf  e^  tmd  ^; 

jjj  =  Detenninante  yon  t/»,  und  i^,  in  Bezog  auf  e^'  und  l^'. 

Es  ergeben  sich  aber  für  diese  Determinanten  die  folgenden 
Werthe: 

J,  =  «ol{«o8(/o  +  I^)  -  coa/o)»  +  (Bin(i;,  +  U)-  sin/J»}, 
J,  =  <j(co8(V+  C^')-co8V)'  +  (8m(V+  t^l-sinC)*!. 

Jj  Tersdiwindet  för  A^=—  A^',  d.  h.  fUr  n  =  —  n',  ein  Fall, 
der  von  keiner  beBonderen  Bedeutung  ist 

J,  und  J,  verschwinden,  wenn  U  und  U'  VieUache  von  2ii 
sind,  d.  h.  in  Betracht  der  Werthe  dieser  Grossen,  wenn  n  ein 
Vielfaches  von  n  —  n'  ist  Wir  kSmien  diese  Bedingoug  auch  so 
ansdrttckeii,  dass 

wo  i  eine  ganze  Zahl  bezeichnet. 

Nur  wenn  die  Qleichnng  (5)  befriedigt  ist,  ezistiren  keine 
periodischen  Lösungen  der  ersten  Gattung. 

Es  giebt  offenbar  eine  Tieriach  unendliche  Zahl  Lösongen  der 
ersten  Gattung,  indem  nämlich  die  Periode  T,  die  Coostante  C,  die 
Zeit  der  Conjunction  und  die  Länge  der  Conjunction  beliebig  ge- 
wählt werden  kOnnen. 

Wir  haben  im  fünften  Paragraphen  dieses  Abschnittes  nach 
Hill  gezeigt,  wie  die  Eeihen,  die  einer  solchen  LSsung  entsprechen, 
in  einem  bestimmten  Falle  thatsächlich  aufgestellt  werden  kdnnen. 

Der  Ausnahmefall  (6),  in  welchem  keine  periodischen  Lösungen 
der  ersten  G-attung  Torkommen ,  bat  ein  besonderes  astronomisches 
Interesse.  Tom  Standpunkte  der  Störungstheorie  erklärt  sich  die 
Sache  in  folgender  Weise. 
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Für  die  DKLATTNAY'Bchen  Elementeii  Y  §  5  lauteten  die  Diffe- 
rentialgleicliuQgeii 


SF  dg  ^ 


dO'  _  SF^  dg_       _  BF 

df  ~  est  '  dl  ^       So'' 

und  hier  bedeuten  /  and  g  bez.  die  mittlere  Anomalie  und   die 
Perihellänge,  und  man  bat 


Die   StöruDgsfuDCtion   wird   gewölmlicb    dnrch   die   elliptischen 
Elemente  X  (oder  a],  e,  L',  e'  ausgedrückt,  und  es  ist  offenbar 


so  dass  die  Bewegung  des  Ferihels  der  beiden  PlanetenbalineQ  durch 
die  Formeln 


rf/       ]/r^  6F 
\  dt  "     L't'      0  4 

mt  ist 

Wir  vollen  die  secularen  Bewegungen  [y]  und  \if\  der  Pwi- 
helien  fOr  sehr  kleine  Werthe  von  e  und  ^  untersuchen. 

Wenn  di»  mittlereo  Bewegungen  n  und  tt'  nicht  commensurabel 
sind,  so  hat  man 
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d[g\       yT^^    dR 
dt     ^      Le        Öe  ' 

d[f\  _yr^  dB 


wo  B  den  gewöhnlichen  Becnlaren  Tbeil  der  StOrungefimction  bfr- 
zeichnet    Es  ist  also  fttr  «  =  «'  —  0 


Die  Perihelien  haben  mittlere  Bewegungen,  deren  GrOBse 
weeentlich  von  dem  Betrag  des  Yerhältnisses  zwischen  den  beiden 
kleinen  Ezcentridtäten  abhängt 

Ahnlich  verti&lt  sich  die  3ache,  wenn  n  nnd  n'  sich  wie  zwei 
ganze  Zahlen  i  nnd  j  verhalten: 


wenn  nur  nicht  die  Differenz  zwischen  i  ondj'  gleich  +1'  oder 
—  1  ist  W&re  aber  dies  der  Fall,  würden  schon  in  den  Gliedern 
ersten  Grades  secnlare  Glieder  aoftreten  und  man  wUrde  ein 
Besultat  von  der  Form 


M-. 


,A  ^B  —  +  C- 


d[ff2 


=.Ä'  +  F^  +  C'- 


erhalten. 

Hier  tritt  die  Ausnahmestellang  des  Falles  ji— _;'|  =  1  hervor. 
Für  verschwindende  e  and  e'  wUrde  nämlich  hier  die  secnlare  Be- 
wegung der  Perihelien  unendlich  gross  ausEallen. 

Es  wäre  verfrOht,  hierans  den  Schluss  zu  zidien,  dass  die  Fälle, 
wo  \i—j\=\  ist,  von  keiner  Bedeutnng  fUr  die  Astronomie  seien. 
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Vielmehr  kommen  im  Planetensystem  viele  Fälle  Tor ,  wo  die 
mitÜeren  Bewe^ngen  dieser  Gleichnng  wenigstens  sehr  nahe  ge- 
nt^en ,  obgleich  die  fixcentricitäten ,  für  ^  —  0 ,  verschwinden. 
AiBY  hat  in  seinem  claasischen  populären  Werke  „On  Qravitation" 
die  hierbei  entstehenden  eigenthümlichen  Bewegangszostände  abge- 
leitet, und  TissESAND  (Bulletin  Astron.  T.  UI  1886)  and  Baceldhd 
(Bulletin  de  l'Acad.  Imp.  de  St  P^tersbourg  1898)  haben  vom 
analytischen  Oesichtspunkte  diese  Untersuchungen  weiter  geflihrt. 
Im  System  der  Satomstrabanten  ezistiien,  wie  Tibsebaitd  und  Bace- 
LüHD  bewiesen  haben,  mehrere  Bolche  Fälle,  wie  bei  Hyperion-Titan, 
deren  mittlere  Bewegungen  sich  nahe  wie  3:4  verhalten;  bei  Ence- 
ladus-Bione  ist  die  mittlere  Bewegung  des  erstgenannten  Trabranten 
nahe  gleich  der  doppelten  mittleren  Bewegung  von  Dione.' 

Wir  stehen  hier  vor  periodischen  Lösungen  des  Drei-Eörper- 
problems,  die  indesBen  in  gewissem  Sinne  nicht  den  Lösungen  der 
ersten  Gattung  aBgehOren. 

§  II.   Periodische  Lösungen  der  zweiten  Gattung. 

Diese  sind  dadurch  charakterisirt,  dass  die  Ezcentricitäten  für 
f(  =3  0  endlich  sind.  Die  Neigungen  sind  gleich  Null.  Nach  der 
Betrachtungsweise  von  Foihcab£  gebt  man  von  den  Yerbältnissen 
fllr  ft  a  0  aus  und  stellt  sich  zneist  die  Frage,  wann  ein  System 
von  drei  Ebrpem,  von  denen  zwei  sich  in  festen  KKPLEs'schen 
Ellipsen  um  den  dritten  Körper  bewegen,  ein  periodisches  System 
bilden.  Offenbar  ist  dies  der  Fall,  so  oft  die  mittleren  Bewegungen, 
n  und  n',  in  den  EEPLEB'schen  Ellipsen  commensurabel  sind.  Dann 
wird  die  Bewegung  immer  periodisch,    Es  sei  also 


wo  p  und  g  zwei  ganze  Zahlen  bezeichnen,  die  relativ  prim  sind. 


in  Hiner  „Theorie  der  kleinen  Planeten"  die  Bedentong 
dieses  Falles  fOr  die  kleinen  Planeten  nntenocht.  Ich  koDune  im  dritten  Bande 
dieser  Vorleanngen  in  dieser  Frage  znrflck. 
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Wird  der  grösete  gememsame  Divisor  Ton   n  and  n'  mit  iV  be- 
zeichnet, so  dass 
(l)  a=pN,       n'  =  qN, 

so  ist  die  Periode  T  der  Bewegung  gleich 

and  die  Masse  m,  welch«  die  mittlere  Bewegung  n  besitzt,  bat  in 
dieser  Zeit  p  Umläufe  gemacht,  die  Masse  m',  mit  der  mittleren  Be- 
wegung  n',  hat  q  Umläufe  in  der  Ellipse  Tollbracht 

Wann  existiren  periodische  Bewegungen  für  p.^0  mit  der- 
selben Periode  ?? 

Wir  kdnnen  nach  Y  §  10  die  Bewegung  auf  drei  Freiheitsgrade 
reduciren.  Die  entsprechenden  Differentialgleicbungeii  lauten,  wenn 
wir  die  StÖrongsfimction,  die  hier  nur  von  den  sechs  Elementen 
L,  L',  i,  V,  K,  k  abhängt,  mit  F  bezeichnen  (als  Function  der  ge- 
wöhnlichen Del&cnay' sehen  Elemente  wird  die  Stönmgsfunction 
mit  P  bezeichnet): 


dt  ' 


dl 

dt  ' 


dk 

dt  ' 


-IL 

■  dL  ' 


dK' 


[r) 


Jf  =  ^ya(l-«*), 


/  =  mittler«  Anomalie  von  m, 


Die  Excentricität  ron  m  ist  aus  der  Stdrungsfunction  F  mittelst 
des  Integrales  der  Flächen  eliminirt,  welche  lautet  ' 


oder 

(8) 


-G'  =  ^y«(l-e^  +  ^ya{l-0  = 
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F  erschemt  also  als  eine  Functioii  tod  L,  L',  l,  l',  K  und  k. 
Nach  Potenzen  von  /t  entwickelt  bat  man 

F  =  Fo  +  ^Fi  +/i*F, +..., 
wo 

oder  nach  V  §  5  (wenn  die  Attractionsconstante  =  1  gesetzt  vrird, 
nnd  die  kleinen  Massen  m  und  m'  in  der  grossen  Masse  M  als 
£inbeit  aosgedrilckt  werden] 

f4>  F  =  ^  +  -^''"'  =  -^  +  -^  =  R, . 

W  "^0-   3t.  +    iut  2a    ^    2a-  " 

Was  F,  betriffi;,  so  hat  man  nach  §  9  den  Aasdruck 
(6)  Fi=.22tco8(.7  +  ,'/'+jÄ). 

FUr  F^  hat  man  einen  ähnlichen  Aosdrack 

(5*)  F^  =  2^co8{i7  +  i'l-  +jk), 

nur  ist  in  (5*)  ^  als  eine  FimctiOD  tou  L,  L',  G  und  ff  zu  he- 
trachten,  wogegen  in  (5)  $t  nur  Ton  Z,  L  and  £'  abhängt.  Der 
Uebergang  Ton  (5*)  in  (5)  geschieht,  indem  man  in  (5*) 


(6)                       e-.c-ir, 

0- 

setzt 

Es  ist  also  im  Besonderen 

l'l                                bK      na 

er 

SO' 

welche  Formel  unten  zur  Anwendung  kommt 

Wir  geben  nun  zur  An&achang  der   periodischen  Lösungen 
T<m  (2)  mit  der  Periode  T  Über. 
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Da  Fg  nur  von  L  and  1/  abhängt,  so  befinden  vir  uns  in  dem 
in  §  8  bebandelten  Falle.  Wir  haben  also,  nach  der  gegebenen 
Theorie,  zuerst  zn  antersnchen,  ob  die  HBass'sche  Determinante  Elf^ 
von  Fg  nach  £  and  1/  von  Nnll  Terschieden  ist.  Man  findet  aber,  dass 

ist,  welcher  Ansdruck  für  endliche  Massen  nicht  verBchwindet. 

Für  das  Vorkommen  periodischer  Lösungen  war  noch  erfordere 
lieh,  dasB  die  Sleichungen 

W  -dT^'^T dk — "' 

und  ausserdem 


befriedigt  sind,  wo  nach  der  Differentiation  fUr  Z,  L',  l,  V,  K  and  k 
ihre  fDr  1=^  =  0  geltenden  Werthe  eingesetzt  werden  milssen- 
Wir  bezeichnen  diese  AnfangswerUie  mit 

(10)  i„,  V.  h'  V  K  K- 
Nach  (5)  ist 

(11)  [F,]  =  2«'!08{ii„  +  .'V+jAo). 

WO  (  und  i"  alle  ganzen  Zahlenwerthe  annehmen,  ^  welche 

jn  +  r«'  =  0, 
d.  h.  Dach  (1) 

(12)  ,p  +  ,'j  =  0 
ist 

Wir  können  also  annehmen,  dass 
(12*)  i  =  Mq,        i'^-ep, 

wo  s  eine  beliebige  ganze  Zahl  bezeichnet,  and  man  hat 

[Fi]  -  2«co8(.(j;.  -p:.-)+jt,). 

Hier  hat  man  «  —  0,  1,  2,  3, . . .  zu  setzen. 
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Die  QleicliiiDgeD  (9)  lautes: 

2'J«8m{.(jJ,-;.O+jJ.)-0, 
2.pa8in(.(}(. -;>(,T +jA)  -  0. 

Da  p  and  q  bettimmte  Zahlen  bezeichnen,  so  ist  aber  die  zweite 
dieser  G-leichongen  mit  der  ersten  Übereinstimmend.  Die  beiden 
G-leichangen 

Oit  alt 

sind  also  identisch,  und  hieraus  folgt,  dasa  man  eine  toq  den 
Grossen  l^  oder  l^'  beliebig  w&blen  kann.    Setze  dann 

(IS)  V  =  0 . 

was  in  der  That  dnrch  eine  geeignete  Wahl  der  Epoche  erreicht 
werden  kann.  Eb  wird  also  angenommen ,  dass  zur  Zeit  f  =  0  die 
Hasse  m'  sich  im  Ferihel  befindet. 

Die  beiden  Gleichongen,  die  noch  zu  erfüllen  sind,  haben 
die  Form 

(14) 

Diese  Gleichungen  sind  erfüllt,  wenn  A^  and  lg  eine  Yiel&che 
von  180"  oder  Null  sind.  Dies  wUrde,  geometrisch  ausgedruckt, 
bedeuten,  dass  zur  Zeit  t  =0  (und  ^  =  0]  die  beiden  EOrper  ent- 
weder in  Conjunction  oder  in  Oppodtion  stehen,  und  zwar  an  der 
Apsidenlinie,  welche  für  beide  Planeten  die  gleiche  Richtung  hat. 
Die  Ferihellängen  können  zusanunenfalleD  oder  sich  um  180'*  untere 
scheiden. 

PoiNOAsa  nennt  dies,  dass  sich  die  beiden  Massen  in  n/mmetrücfur 
Conjnnction  oder  Opposition  befinden. 
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Dies  ist  indessen  nicht  die  aJlgemeina  Lftsung  der  Glei- 
chungen (14).  ScHWABZSCBiLD  hat  in  A.  N.  350S  daranf  aufinerksam 
gemacht,  dass  es,  am  die  G-leichongeu  (14)  zu  befiriedigen,  nicht 
QOthwendig  ist,  daas  /„  eine  Vielfache  Ton  180"  ist,  sondern  es 
genügt,  wenn  dies  mit  ql^  der  Fall  ist 

Wir  kommen  hiermit  zu  den  beiden  LGauDgen 

«)     Ä^  =  rt  — «'  =  0,  i„  =  r- -. 

ß)     Ao  =  jr-ii'  =  180%     /^  =  i--~. 

Die  Zahl  r  kann  hier  eine  beliebige  ganze  Zahl  bezeichnen, 
es  genügt  aber,  dass  man  die  Zahlenreibe 

r  =  0,  1,  2,  ...,  2q-i 

in  Betracht  zieht    Es  giebt  also  in  jedem  der  Fälle  a]  und  ß)  2q 
WerÜie   tou    l^ ,    welche    einer  periodischen   Lösung    entsprechen. 
Diese  iq  Fälle  brauchen  indessen  nidit  alle  von  einander  wesent- 
lich verschieden  zn  sein. 
Ist  z.  B. 


so  ist  9=3,  und  man  kann  ftlr  l^  ii^end  einen  von  den  Werthen 

0",    60%     120»,     180",    240",  300" 
wählen. 

Es  erdbrigt  noch  die  Bedingnngsgleichnng  (9*)  zu  betrachten: 

(»■)  W-o- 

Nach  (7)  kann  man  statt  dessen  schreiben 
(15) 


aß      aa'  ~ 
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Die  St&nmgsfimction  F^  ist  eine  Function  Ton  L,  L',  G,  G' 
nnd  Ton  den  vier  Winkelargumenten  /,  /',  g,  y*. 

Die  Eotwickelongen  der  Störangsfanction,  welche  in  der  Astro- 
nomie gewöhnlich  Torkommen,  geBchehen  im  Allgemeinen  nach  den 
Potenzen  der  Excentricitäten,  und  die  Störangsfonction  erscheint 
als  eine  Fnoction  der  gewöhnlichen  KspLEB'schen  Elemente  a,  e 
o.  8.  w.  Wird  die  StörnngsfnnctioD  als  von  diesen  Elementen  ab- 
hängig betrachtet^  werden  wir  sie  zur  UnterscbeiduDg  bei  der  Ans- 
fOhmng  TOD  partiellen  Differentiationen  mit  B  hezeichnen,  so  dass 
wir  die  folgenden  drei  Formen  zu  betrachten  haben: 

Ä(a,  e,  l,  n,  a',  *',  V,  «0  = 
=  F[L,  G,l,  g,  L',Q\r,g')  = 
=  ?{L,  L',  K,       l,  V  k). 


Man  hat 
und  also 


I  dasB  die  Qleichnng  (15)  also  lautet 


l^"'  he        da    ~     tV       d<{    ' 


iB:\  =  \JRdt 


Wir  können  B  in  der  Form 

(17)  Ä  =.2^cob(.7-  (T  +J(«  -  jO) 

Bchreiben,  wo 
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l  =n  t  +  c, 

zn  setzen  ist,  nnd  ^E]  enthält  alle  Glieder  in  A,  f&r  welche 

(18)  in-i'n'  =  0 

ist 

Diese  Gleichung  kann  in  zwei  T^rschiedenen  Weisen  erf&llt 
werden: 

1)  f&r  i  =  i'  =  0;  die  entsprechenden  Glieder  werden  der 
aecular«  Theil  der  Stönmgsfiinction  genannt,  den  wir  mit  iS,  be- 
zeichnen wollen; 

2)  nadi  (1)  für  ip  -  i'y  =  0,  d.  h.  fDr 

(18*)  i^tq,     i'  =  ip       (i  =  ±l,  2,  3  ...)■ 

Den  entsprechenden  Theil  von  {K\  bezeichnen  wir  mit  £,. 

Die  Form  tod  ^  ist  bekannt  Nach  TU  §  2  wissen  wir,  dass 
8^  —  wenn  wir  die  Bewegung  in  drei  Dimensionen  in  Betracht 
ziehen  und  die  nnverftaderlicbe  Ebeoe  als  Grundebene  annehmen  — 
eine  gerade  Function  Ton  «,  e'  und  sin(t  +  i")  ist,  die  nach  den 
Cosinossen  der  Yielfacben  von  n  —  n'  fortschreitet 

Die  Glieder  des  niedrigsten  (des  zweiten)  Grades  sind  nach 
yil  §  2  {6*),  wo  wir  ß  -  ß"  =  180°,  A*  =  1  zu  setzen  haben, 


(19) 


—  2S,«fl'cos(«  —  n^j, 
B    —A  C  aa'motipdqi 

0 

*       n  J   [o*  +  a'*  ■-  2aa'  co«  tpj/t 

0 
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ist,   oder   wenn   man   nach  den   Potenzen   Ton   a  ^  —r    entvickelt 
(nach  VI  §  5] 


(19'} 


Was  5,  betriff^  so  ist  die  Form  dieser  Function  nach  (17) 

(20)  5,  =  ^■^i.v.iCO&{ic  -  i'<f+j{it  ~  «-))  , 

wo  I  and  i"  die  Werthe  (18*)  annehmen.  In  Bezog  auf  die  Coeffi- 
cienten  Ä^_^^,  ist  zu  bemerken,  dasB  sie  als  Potenzreiheo  nach  den 
Potenzen  von  e,  e'  and  sin  (i  + 1")  entwickelt  sind,  und  dasB  —  wie 
ans  den  Betrachtangen  in  V  §  2  leicht  heirorgeht  —  die  Glieder  der 
niedrigsten  Ordnung  in  dieser  Entwickelnng  vom  Qrade  |t— 1'|  sind. 

Nach  (18*)  folgt  hieraas,  dtui  die  Glieder  der  niedriggten  Ord- 
Tomg  in  S^  vom  Grade  |  ;>  —  ■j'  |  »ind. 

Ans  diesem  Satze  ist  ersichtlich,  dass  man  bei  der  Betrachtang 
der  Oleicbong  (16)  zwei  Fälle  za  anterscheiden  hat  Ist  erstens 
|;r  — ^1  nicht  eine  kleine  Zahl  (etwa  grösser  als  4),  so  genilgt  es 
in  (16)  statt  \K\  den  secnlaren  Theil  8^  der  Störangsfonction  ein- 
zafuhren,  so  dass  die  za  betrachtende  Gleichung  lautet 

(21) 

Führt  man  nach  (19)  die  niedrigsten  Glieder  in  S^  hier  ein, 
and  setzt  i  =  i'  =  0,  da  es  sich  um  die  Bewegung  in  einer  Ebene 
handelt,  so  erhält  man,  nachdem  der  Factor  -^^  we^^worfen 
worden  iat^ 

—  {B^-B^  —  coain-if'^  -  -^(s,  -  B,  ■j-cob(«  -  n^)  =  0. 

Es  ist  aber  nach  dem  Vorigen  n  —  n'  entweder  gleich  0  oder 
gleich  180".    Ist 
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a)  n  —  n'  ~  0,  Bo  lantet  die  obige  QleictiiiDg  (vom  Falle  e  oder 
e'  =  0  abgesehen) 

(22)  Z£,e'  +  B^ee'{L'  -  L)  -  L' B,^' -  0, 

and  f&r 

ß)  ii  —  a'  ==  180"  bekommt  man 

(22^  IB^e'-  J,  ee'{F  ~  l)  ~  i' J.e'»  -  0. 

Ans  diesen  Gleichnngeii  läset  sich  fOr  gegebene  Werthe  von  L 
and  X'  der  Wertb  des  Ferhältnüies  zwischen  e  nnd  V  bestimmeD, 
für  welches  eine  periodische  Lösung  der  zveiten  GUttnng  existirL 
Die  Wurzeln  dieser  Oleichnng  sind  immer  reell. 

Man  kann  aach  die  Werthe  von  e  and  e'  als  gegeben  voraus- 
setzen, und  den  enteprechenden  Werth  von  X' :  L  bestimmen.  Wir 
erhalten  somit  im  Falle 

«) 

wo  0  und  e'  so  gewählt  sein  müssen,  dasa  die  rechte  Seite  positiv 
ist;  im  Falle 

/?)iBt 


(23*) 


FUr  alle  Werthpaare  [e,  e"}  —  mit  der  in  a)  genannten  Be- 
dingung —  kann  man  das  Verhältnis  zwischen  Z'  und  L  so 
wählen,  dass  eine  periodische  Bewegung  entsteht 

Die  genäherten  Werthe  von  L  nnd  Z'  sind  nach  VI  §  4  (6) 

Z  =  m]/7,      Z'  =  m'Yä'. 

Da  die  mittlerea  Bewegungen  n  und  n'  commensurabel  sind, 
so  ist  dadurch  das  Verhältnis  zwischen  a  und  a'  bestimmt.  Die 
Qleichongen  (23)  nnd  (23*)  können  durch  eine  geeignete  Wahl  der 
Werthe  der  Maaten  er^t  werden. 
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Die  obigen  ÄaBeinandersetziiagen  sind  nur  als  Annähenmgea 
ZQ  betrachten,  da  nur  die  Glieder  zweiten  Grades  in  S^  berück- 
sichtigt worden  sind.  Sie  können  also  nnr  für  kleine  Werthe  von 
•  und  *'  GQlt^keit  hiben,  nnd  für  grösaere  Werthe  der  Elxcen* 
tricitäten  müsaen  hShere  Potenzen  von  e  und  e'  mit  in  Betracht 
gezogen  werden.  £e  ist  aber  aus  der  Gleichung  (16)  ersichüich, 
dass  man  ans  derselben  e  als  eine  Fotenzreihe  von  der  Form 

(24)  (r  =  «'K+a,«'  +  «3e'»  +  ...} 

darstellen  kann. 

Ist  |;>  — ?|  fline  kleine  Zahl,  so  muss  auch  8^  in  (16)  mit- 
genommen werden.  Die  Discussion  der  Gleichung  fUr  |  ;>  —  ^  {  ^  2 
ist  der  obigen  analog,  obgleich  die  Resultate  natürhch  Terschieden 
ausfallen.  Ist  aber  \p  ~-  q\  =  \,  ao  giebt  ea,  wie  aus  VI  §  3  (19) 
leicht  herroTgeht,  in  der  Störungsfunction  das  Glied 

+  e'0O8(/-2/'  +  «-n')j, 

und,  wenn  man  den  ersten  Factor  nach  Viel&chen  loül—l'+n—n' 
entwickelt,  so  erhält  man  hier  ein  Glied,  das  t  nicht  enthält  Ist  zum 
Beispiel  2«  —  »'  =  0,  so  erhält  man  für  dieses  Glied  den  Werth 

\B^e  cos  (2  c  —  c'  +  Ä  —  w') , 
oder,  da  coa  (2c  —  c'  +  w  —  n")  gleich  +  1  oder  —  1  ist, 

Wird  dies  Glied  in  (IS)  eingesetzt,  so  erhält  man  eine  Gleichung 
Ton  der  Form 

Die  Wurzel  —  e  —  dieser  Gleichung  versdiwindet  nicht  mit 
e',  wie  bei  (22^  der  Fall  war.    Die  Werthe  der  Excentricilät,  die 
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einer  periodiBcIien  LSsang  fUr  {;>  —  ^1  =  1  entsprechen,  sind  deB- 
wegen,  im  Allgemeinen,  viel  grösser  als  für  |p  — ;{  >  1,  and  es 
läest  eich  nicht  ohne  eingehende  ÜnterBuchuDg  entscheiden,  ob 
Oberhaupt  periodische  Lösungen  der  zweiten  Gattung  fOr  \p  —  q\  —  l 
existiren,  da  hierfUr  noch  erforderlich  ist,  dass  der  resnltirende 
Wurzelwerth  ftlr  e  kleiner  als  die  Einheit  ist  E^  lässt  sich  in* 
dessen  aus  einem  von  Hill  betrachteten  Specialfalle,  der  weiter 
unten  besprochen  wird,  Termuthen,  dass  dies  der  Fall  ist 

Ist  die  Masse  m  des  einen  Planeten  verschwindend,  handelt 
es  sich  also  um  das  asteroidische  Drei-Körperproblem,  so  ver- 
schwindet das  zweite  Glied  in  (16),  und  man  erhält  die  Bedingung 
unter  der  Form 


ist 

Da  auch  in  diesem  Falle  «  — «'  gleich  0*  oder  180"  sein 
muss,  so  ist  Her  —  weil  x"  eine  Constante  ist  —  n  unver&nder- 
hch.  £n  den  perioduchen  Lötungen  der  zweiten  Goitung  des  asteroi- 
ditchen  Brei-KSrperjrroblemi  Ut  alto  das  Perihel  des  kleinen  Planeten 
vnbemeglkh. 

Ist  I  /)  —  ?  I  nicht  eine  kleine  Zahl,  so  dass  man  fUr  (25)  die 
Gleichung 

schreiben  kann,  so  erhält  mau  eine  Gleichung  von  der  Form 

(25"^    0  =  5i «  -  5,  «'  cos  (ffl  -  uO  -)-  höhere  Glieder  in  «  und  /. 

Die  vernachlässigten  Glieder  sind  sämmtlicb  ungeraden  Grades, 
Dieser  Ausdruck  zeigt,  dass  in  diesem  Falle  sur  der  Werth 
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nicht    aber   der  Werth  n  — n'  =  180''  zu  periodiBchen  Lßsangen 
ffihrea  kami.    Ein  genäherter  Werth  von  e,  für  kleine  ^,  ist 


(26) 


In  Vn  §  4  (8)  wurde  gezeigt,  dass  immer  {a  <a)  B^>  B^  ist 
J)U  Exctntriätät  de»,  kleinen  Planeten  üt  also  für  eine  periodische 
ZÖsimg  immer  Meiner  als  diejenige  des  „störenden"  Planeten. 

Die  periodiBchen  Lösungen  des  asteroidischen  Drei -Körper* 
Problems  sind  von  Hill  behandelt  worden  (Astron.  Journal  Nr.  516) 
fttr  den  Fall,  dass  Jupiter  der  „störende"  Planet  ist  Er  nimmt 
e'  =  0.04825  an,  und  zieht  in  S^  Glieder  bis  zur  sechsten  Ordoong 
inclusiTe  in  Betracht  Ist  erstens  \p  ~  q\  ^e  grosse  Zahl,  so  erhUt 
er  die  folgenden  Werthe  der  Wurzeln  der  Gleichung  (25*].  In  der 
folgenden  Tabelle  ist  u~a:ei. 


Periodische  Lösungen  der  zioeiten  Gattung  fiir  das  aiteroidisehe 
Drei-Korperproblem. 


- 

. 

" 

' 

a 

. 

0.02 

0.001  2081 

0.26 

0.016  5796 

0.50 

0.029  1778 

0.04 

0.002  4178 

0.88 

0.010  7534 

0.62 

0.030  2466 

0.0« 

0-003  6256 

0.30 

0.017  »216 

0.64 

0.031  3029 

0.06 

0.004  8886 

0.32 

0.019  0838 

0.66 

0.032  3453 

0.10 

0.006  087B 

0.34 

0.080  2392 

0.68 

0.033  3726 

0.18 

0.007  2414 

0.36 

0.021  8875 

0.60 

0.034  3887 

0.14 

0.0084426 

0.38 

0.028  5881 

0.02 

0.035  3776 

0.16 

0.009  6411 

0.40 

0.023  6605 

0.64 

0.036  3629 

0.18 

0.010  6866 

0.42 

0.084  7841 

0.66 

0.037  3080 

0.80 

0.0180  286 

0.44 

0.025  8982 

0.68 

0.038  8418 

0.22 

0.013  8167 

0.46 

0.027  0022 

0.70 

0.039  1503 

0.84 

0.014  4005 

0.48 

0.088  0955 
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so  erhält  man  a  ans  der  Gtleiohmig 

log«  =  fl.9998618  --l-log^. 

3  3 

Wenn  das  GommeDsurabilitätsverhältuisB  p :  q  gegeben  ist,  erbält 
man  hieraus  deo  Werth  von  a,  tmd  die  Tabelle  giebt  den  ent- 
sprechenden Werth  der  Excentriciült  des  kleinen  Planeten,  der  einer 
periodischen  Lösnng  der  zveiten  Qattung  entspricht. 

Hill  bat  anch  einige  periodische  Bahnen  fflr  niedrige  Werthe 
TOn  \p  —  q\  berechnet,  nämlich  fllr  />  =  3 ,  j  =  I  und  für  p  =  2y 
g  =1.  Die  TTntersacbong  ist  hier  bedeutend  amständlicher,  und  er- 
fordert  zum  Theil  die  Anwendung  der  mechanischen  Quadratur. 

FOr  ;>  ~  3 ,  ^  =  1  zeigt  sich,  dass  periodische  Bahnen  dieser 
Öattong  nur  ezistiren  können,  wenn  die  Eichtung  der  Ferihelien 
des  kleinen  Planeten  und  des  Jupiters  mit  einander  übereinstimmen, 
so  dass  n  —  n'  =  0  ist    Hill  erhält  hier 

^  =  _  0.0080600  +  0.287698«  -  0.046723«»  +  0.202990«% 

-^  =  -  0.1082128  +  1.250172«  -  0.630954«»  +  1.765393«*, 
so  dass 
0  -  -^  =  -  0.1162728  +  1.537870«  -  0.677677«*  +  1.968383«'. 

Die  Wurzel  dieser  Gleichung  ist 

«  =  0.077565. 

YeranBchaulicht  wird  die  entsprechende  periodische  Bahn  durch 
die  beigefügte  Figur  15,  welche  die  n/nodischeBsibD  eines  Planeten  dar- 
stellt, dessen  mittlere  Bewegung  die  drei&che  des  Jupiter  ist  Die  hier 


.y  Google 


^  11.    Fariodisehe  Löavngtn  dtir  xtoeiten  Qaüuing. 


229 


gezeichnete  Bahn  wird  synodiBch  genannt,  weil  sie  anf  ein  beweg- 
liches Goordinatensystem  bezogen  ist,  dessen  X-Äohse  darch  die 
Sonne  und  Jupiter  geht.     Die  BnchstabeD  J  tmd  T  zeigen  die 


Fig.  1&.    SjnodUcbe  Bah»  ein««  kleinen  Planeten,  deBieii  mittlere 
Bewegung  die  dreifache  des  Japiter  ist  (/i  —  0). 


Stellung  des  Jupiters  im  Ferihel  and  im  ApbeL  Zu  beiden 
Fällen  ist  er  in  CoqjonctioD  mit  dem  Planeten,  der  sich  in  P 
bez.  P  befindet 

TTn.T.  bat  auch  die  Lösung  fOr 
p  =  2,  q  =  \  untersacht  Die  Unter- 
euchung  ergiebt  sich  als  sehr  schwierig 
und  muss  hauptsächlich  mit  Hilfe 
mechanischer  Quadratur  ausgefOhrt 
werden.  Wenn  n  —  «'  =  0,  so  erhält 
er  als  Werth  für  die  Eicentricität 
«  =  0.7073,  und  die  sjmodische  Bahn 
des  Planeten  wird  durch  Fig.  16  ge- 
zeigt Die  Elxcentricität  ist  hier  so 
gross,  dass  der  Planet  viermal 
io  einem  synodischen  Umlauf  die 
Japiterbahu  schneidet  Die  Figur 
xetgt  aber,  dass  der  kleine  Planet  Fig.  le.  S^nodiache  Bahn 
«ich  in  grosser  Entfernnng  Tom  «'"«■  kleinen  Planeten, 
,.,,_,  ,    TT  i_i-     ^      deeaen  mittlere  Bewegung 

Jupi(«r   bewegt,    und  Hill   achheBSt      ^-^  «weifache  de>  Jupiter 
hieraus,   dass  die  periodischen  StA-  iBt(^-0). 
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nmgen  klein  sein  mOesea  „und  schätzt,  dass  kein  Goefficient  in  der 
lAage  den  Werth  von  200"  tiberachreitet". 

Fassen  wir  die  Beeultate  dieses  Paragraphen  zusammen,  so 
haben  vir  also  gefunden,  dass  periodische  Lösungen  der  zweiten 
6attang  des  Problems  der  drei  Kfirper  unter  den  folgenden  Be- 
dingungen existiren.     Es  mass  flir  ^  =  0: 

1)  Die  mittlere  Bewegung  n  und  n*  der  beiden  Planeten 
conunensorabel  sein,  so  dass 


w 


ist,  wo  ;:>  und  q  zwei  ganze  Zahlen  bezeichnen,  die  relativ  prim  zo 
einander  sind. 

2]  Die  Perihellängen    n  and   n"   der   beiden   Planetenbahnen 
mflBsen  entweder  identisch  sein,  oder  sich  um  180'  von  einander 
unterscheiden: 
(b)  n  -  «'  =  0"  oder  180". 

3)  Wird  der  Anfang  der  Zeit  so  gewählt,  dass  c'  =  0,  so  maas 
c  einen  solchen  Werth  haben,  dase 


M 


WO  T  einen  der  Zahlenwerthe  0,  1,  2,  . . .,  2y  —  1  hat 

4)  Die  Excentricit&ten  e  ond  /  müssen  so  gewählt  sein,   dass 
die  Gleichung 

W  5^ 


erfiUlt  ist,   wo  S  diejenigen  G-lieder  in   der  Störangsftmction  (17) 
enthält,  fllr  welche 

ip-i'g  =  0 
ist 

Damit  die  so  erhaltene  Lösung  eine  einfache  Lösung  ist,  ist 
erforderlich,  dass  die  RESSE'sche  Determinante  von  [F^j  nach  c,  k 
und  A'  von  Mall  verschieden  ist 
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§  12.    Periodische  Lösungen  der  dritten  Gattung. 

Wie  im  vorigen  Paragraphen  findet  man ,  dass  ancb  hier 
periodische  Bewegnngen  fiikr  /t  b  0  aaltretea,  wenn  die  mittleren 
BewegnngeD  n  und  n'  commensurabel  sind. 

Wir  bringen  nach  T  §  10  die  DiffereDtialgleichnngen  aaf  vier 
FreibeitBgrade,  so  dass 


S^ 


dt 


sr 


ist,  wo  L,  L',  l  and  V  dieselbe  Bedeatnng  wie  im  vorigea  Para- 
graphen haben  und 

ist 

Eb  wird  hier  roranagesetzt,  dasB  man  in  der  Stfirongsfiinction  F 
die  Elemente  k,  k',  H  and  H'  eliminirt  hat,  indem  man  die  Be- 
wegung auf  die  unvei^uderliche  Ebene  bezieht,  wodurch  h  und  k' 
verschwinden,  und  indem  man  setzt 


wo  c  die  Coustante  der  Flächeointegrale  bezeichnet 

Fg  hat  dasselbe  Aussehen  wie  im  vorigen  Paragraphen  und  ist 
also  nur  von  Z  nnd  Z'  abhängig,  und  die  HESss'sche  Determinante 
Ton  Fg  in  Bezug  auf  L  und  X'  ist  von  Null  verschieden. 
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Wie  im  vorigen  Paragraphen  findet  man  die  BedingangeD  fUr 
das  Ä-uftreten  periodischer  Lösungen,  welche  hier  sind: 

««  ÖIFJ  _3[F.l  _ö[F,]  _8IF.]  _o 

PJ  -Tr~^r         dg  h,f         "' 

aod 

wo  man  /  =  n  *  +  c,  /'  =  n'  (  +  c'  zu  setzen  hat 

Die  Störungefnuctioii  Fi  hat  hier  das  Aussehen  [§  9  (10)] 

F,  =.  -^t^miil-iV  +Jg  -fff-), 
und  weiter  ist 

[FJ  =  S  3Icos(ic  -  i'c'  +jff  -j'/). 

wo  i  and  i"  alle  diejenigen  ganzen  Zahlenwertbe  annehmen,  fi)r 
welche 

in-.'ii'  =  0 

ist,  oder  wenn  wir,  wie  im  vorigen  Falle, 

(4)  4  =  ^ 

setzen,  so  muss 

sein,  oder 

(4«)  .-,?.      <■  =  ,?      (,  =  0,1,2,...); 

für  s  =  0  erhalten  vir  die  secalaren  Glieder  in  [F,]. 
Ans  (4*)  folgt,  dass  die  beiden  Gleichungen 

»1=0,  »d  *m-o 

gleichzeitig  bestehen,  so  dass  wir  statt  (3)  die  drei  Gleichungen 
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de  äg         dg' 

zu  unterteilen  haben,  und  c'  beliebig  gewählt  werden  kann.  Wir 
setzen  c'  —  0 ,  was  durch  eine  geeignete  Wahl  fOr  die  Epoche  er- 
reicht werden  kann.    Die  obigen  Gleichungen  lauten 

0  =  2^'  «8in('?c+jy-/<^, 
0  =  '^  fismigq  c  +  j  ff  -f  ff), 
nnd  sind  be&iedigt,  wenn  wir  setzen 

^  =  0"  oder  180», 

ff'  =  0»  oder  180», 

c  =  r^*  (r-0,  1,  2 2g-l), 


{4'*) 


wo  indessen  die  Möglichkeit  nicht  aoegeschlossen  ist,  dasa  auch 
andere  Lösungen  dieser ,  Qleichungen  vorhanden  sein  kOnuen.  Ich 
bemerke,  dass  man,  statt  c'  =  0  zu  wählen,  auch  c  =3  0  setzen 
könnte  and  statt  der  dritteu  Gleichung  (4**)  dann  die  Gleichung 

c-  =  r-—     (r-0,  1,  2,  ...,  2p-l) 

erhalten  n-firde. 

Es  erübrigt  die  Gleichungen  (3*)  zu  betrachten.  Es  empfiehlt 
sich  die  Störungsfonction  durch  die  gewöhnlichen  EspLEB'Bchen 
Elemente  auszudrücken,  da  ihre  Form  in  diesen  Elementen  wohl- 
bekannt ist  Setzen  wir  also  (indem  von  den  Winkelelementen,  die 
keine  Veränderungen  erleiden,  abgesehen  wird) 

(5)    Ä{Z,  Z',  .,  e-,  .-,  i")  =  F(l,  L\  Q,  CT,  H,  H')  =  F(Z,  L',  r,  r). 

80  hat  man  nach  V  §  10 
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BF        de  dF  _  dF 

so  dasB  die  zu  betrachtenden  Gleicbnugen  die  folgenden  sind 

&[F]  _  am  _  0 

Zwischen  0,  H  und  e,  i  bestehen  die  Relationen 
e  =  i  yi  -  e»        ff=Cco8i, 


oder 

(«) 

^,      Vi--0- 

■""=        g 
Bin.  -'     g. 

Werden  die  Ausdrücke  (6)  ftlr  e,  e',  i,  i"  in  S  eingesetzt,  bo 
geht  diese  Function  in  F  über.    ISs  ist  also 

dF        BR    3e  BR     dm.ni^ 

BF        BR    flg*  BR     Bnai^ 

aO'~  dt'    Bty'*'  delai-     d  0'   ' 


^    yr^^ 


ist,  so  lauten  also  die  Bedingungsgleichungen: 


a[fi] 


D,g,t,ze:J.V  Google 


^  12.     PeriodiMhe  Lösungen  der  dritten  Qattwy. 


235 


Im  neoDten  Paragraplien  wurde  bevieseo,  daee,  wenn  die  nn- 
TeAnderliche  Ebene  als  XZ-Ebene  benutzt  wird,  die  Neigungen  i 
und  i"  immer  in  der  Kombination  i  + 1"  auftreten,  tmd  zwar  indem 
B  nach  Potenzen  Ton  ain*  J  (i  +  i")  =  ain' ^  </■  entwickelt  werden 
kann.    Es  ist  also 

dB  _BR  _  BR 

oder 


BO  dasa  die  Qlßichungen  (8]  auch  in  der  Form 


(10) 


'-+"»*• -B' 


n 1-""  «M  . 


cotg 


8W 


gOBChriebeD  werden  können. 

wird-ya 


zwischen  diesen  Gleichungen  eliminirt,  so  erhält  maa 


(itn 


.  1  -  e»    dm 


tg."- 


öe' 


welche  Gleichung  eine  der  Gleichungen  (10)  ersetzen  kann. 

Die  Neigungen  i  und  t"   in  Bezug    anf  die  unveränderlich» 
Ebene  sind  nach  T  §  9  (14*)  durch  die  Relation 


(11) 


0  sin  t  =  f?*  sin  i" 


Terbunden.     Man  findet  hieraus,  dass  (10*)  fOr  t  = 
Gleichung  (16)  des  vor^en  Paragraphen  übergeht 
Wir  können  in  der  That  (10*)  in  der  Form 


1-«'  S{R] 


e[R] 


+  0  =  0 


schreiben,  too  0  für  i  =  >"  ■=  0  vertchiomdet 
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Für  die  Disctusion  der  Formel  (10)  ist  es  nothwendig,  die 
Form  TOD  [K],  fUr  welche  wir  Uer  die  Bezeichnmig  8  anwenden 
wollen,  näher  in  Bebwiht  zu  ziehen.  Erstens  bemerken  wir,  Aase 
S  als  eine  Function  von  J  erscheint,  die  nach  den  geraden  Potenzen 
dieser  Grösse  entwickelt  werden  kann.    Da  weiter  nach  (11) 

i'  =  —,i  ■\-  Glieder  höherer  Ordnung  in  i , 
so  ist 

r  =  1  +  "ö;  +  Gheder,  die  mit  J  verschwinden , 


(12) 


i-l+^+        ,         .,      .    / 


Sehen  wir  vorläufig  vom  Werthe  *  =-  /  =  0  ab,  so  können  wir 
statt  (10)  schreiben 


(IS) 


S  besteht  aus  zwei  Theilen,  S,  und  8^,  von  denen  S^  gleich  dem 
gewdhnhchen  secularen  Theil  der  StOrungsfimction  ist,  wogegen  5, 
diejenigen  Glieder  in  der  Stömngs^ction  umhsst,  welche  in  Folge 
der  Commensarabilitat  der  mittleren  Bewegungen  secular  werden. 
Der  niedrigste  Grad  der  Glieder  in  8^  ist  gleich  |  />  —  ?  |  ■  In 
Bezug  auf  die  Function  S^  ist  zu  bemerken,  dass  sie  unverändert 
bleibt,  wenn  e  und  e'  gegen  —  e  und  —  e'  vertauscht  werden. 

Ist  I ;?  —  y  I  >  2 ,  80  ist  5,  wenigstens  vom  Grade  drei,  und. 
die  Entwickelung  von  8  hat  die  Form  (wo  n  —  n'  =>  0  ange- 
nommen worden  ist) 

S.\B,[e'  +  ,'  -  /l  _  iB,.,'  +  -S.B.,..., <"■•■}', 
wo  <  +  f '  +  r-  >  2  ist,  und  r  immer  eine  gerade  Zahl  ist 
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Die  Glieder  niedrigeten  Chrades  in  der  rechten  Seite  tob  (13) 
sind,  mit  Bücksicht  auf  (12), 

und 

und  werden  diese  in  die  linke  Seite  von  (13)  überfuhrt  und  mit  den 
Gliedern  ersten  Qrades  in  -r—  nud  -r-r  Tereinigt,  so  entstehen 
Gleichungen  von  der  Form 


(141 


vo  P,  und  Pj  Potenzreihen  in  e,  «'  and  /  bezeichnen,  die  keine 
Glieder  von  niedrigerem  Grade  als  dem  zweiten  enthalten. 

Wir  haben  hier  zwei  Fälle  zu  nnterecheiden.  Ist  \p  —  q\  eine 
gerade  Zahl,  so  ist  £,,  wie  ^,  immer  ist,  eine  gerade  Function  in 
e  und  e'.  ÄlU  Glieder  in  -j=—  und  -^-7  mOssen  dann  e  oder  e' 
als  Factor  enthalten,  »a  da»i  die  Potenzreihen  Pj  und  P,  für  e=e'^fi 
verichwmden. 

Ist  dagegen  \p  —  q  \  eine  ungerade  Zahl,  etwa  gleich  2A  + 1, 
so  kann  8  ein  Glied  von  der  Form 

enthalten,  und  folglich  wird  in  P,  das  Glied 

vorkommen.  Die  genäherten  Werthe  von  e  und  «'  werden  dann 
durch  die  Formeln 
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-i,.  +  S,(2+§'),--      0 

beBtimmt,  welche  Gleictmogen  imnier  eine  Lösoog  habea,  da  die 
Determinante 


-■B. 


-.(»-S 


immer  von  Null  Terschieden  ist 

A.as  den  Oleichimgeu  (14)  erbält  man  in  diesem  Falle  e  und  «' 
als  Potenzreihen,  die  nach  poBitiven  Potenzen  von  J  fortschreiten, 
welche  Reihen  filr  /  =  0  Terschwindeo. 

Aehnliches  gilt,  wenn  in  8  ein  Glied  von  der  Form 

vorkommt 

Jedem  Werth  von  J  entsprechen  in  diesen  F^len  bestimmte  WerÜte 
von  e  und  «',  die  mit  J  verschwinden. 

Ist  |p  — ?|  eine  gerade  Zahl,  so  kann  man  aber  keine  aolchen 
LösuDgen  der  Gleichoogen  (14)  finden.  Wie  schon  herrorgehoben 
worden  ist,  verschwindeo  dann  P^  and  i*,  fKr  e  s  «'  =  0,  and  folg- 
lich haben  die  Gleichungen  (14)  die  Lösung 

(16)  ,  =  ,-_0. 

Man  könnte  meinen,  dass  diese  Lösung  auch  einer  .periodischen 
Lösung  der  dritten  Gattung  des  Problems  der  drei  Körper  ent^ 
spricht,  und  PoniCAH£  giebt  in  seinen  „Uäthodes  nouTellea"  sc^iar 
keine  andere  Lösung  in  Bezug  auf  die  periodischen  Bahnen  der 
dritten  Gattung  an.  Der  grosse  Mathematiker  hat  sich  indessen, 
scheint  es  mir,  hier  eines  Fehlschlusses  schuldig  gemacht  Es 
existiren  in  der  That  keine  periodischen  Bahnen  der  dritten  Gattung, 
die,  fhr  ^  =  0 ,  kreisförmig  sind. 
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Die  Bedingangeo  für  das  AxiftreteD  periodlBcher  Lösnngea  sind 
dorch  die  Sleichimgeii  (3)  und  (3*)  gegeben.  Ans  den  letzteren 
wurden  die  Gleichongen  (10)  abgeleitet,  nnd  statt  deren  können  die 
GleicliaDgen[18)  benutzt  werden,  wenn  i^mlich  «und«'  mckt  gleich 
Null  sind. 

Anders  ausgedrflckt  stellt  sich  die  Sache  so,  dass  die  perio- 
dischen Lesungen  ftir  solche  Werthe  der  Elemente  vorkommen,  für 
welche  S  ein  Maximum  oder  ein  Blinimnm  wird.  Uan  darf  aber  hierbei 
die  Elemente  rocht  in  beliebiger  Weise  wählen.  Wird  die  Function 
S  als  Function  Ton  e  und  e'  anfgeEaset,  so  ist  sie  zwar,  wenn 
|p  — ^1  eine  gerade  Zahl  ist,  fOr  «»«'  =  0  ein  Minimum  (s*  0). 
Wenn  sie  aber  als  Function  von  F  und  f  betrachtet  wird  —  wie 
es  nach  den  Differentialgleichui^en  geschehen  soll  — ,  so  hat  sie  für 
diese  Werthe  ron  e  und  «'  weder  ein  Maximum  noch  ein  Hinimom. 

Die  Behandlung  der  Gleichungen  (14),  wenn  \p  —  q\  eine 
gerade  Zahl  ist,  könnte  etwa  eo  geschehen,  dass  man  zuerst  aus 
jeder  der  Gleichungen  «  als  Potenzreifae  von  «'  und  J  darstellt 
Diese  Reihen  mflssen  fQr  «'  =  0  Terschwinden,  so  dass  man  aas  (14) 
die  beiden  Beihen 

e^e'P^ie-,  J), 

e  =  .'P,[e',J) 

erl^t    Man  würde  dann  noch  zur  Betrachtang  der  Gleichung 

(IS-)  p,ie;j)-p,{,;j) 

geführt  werden. 

Diese  Beihen  Teischwinden    aber   nicht    fOr    a'  s  /  ■■  0    nnd  , 
hieraus  folgt,  dass  (15")  nur  fOr  grosse  Werthe  von  e'  oder  /  be- 
friedigt werden  kann. 

Ob  in  diesem  Falle  e  nnd  «'  nach  Potenzen  von  J  entwickelt 
werden  können,  muss  durch  eine  besondere  Untersuchung  dargethan 
werden;  diese  Reihen  verschwinden  indessen  nicht  —  wie  es  ftlr 
einen  ungeraden  Werth  von  |  ;>  —  y  1    der  Fall  war  —  für  J  =  0. 

Der  Fall  \  p  —  q  \  —  2  wird  in  wesentlich  ähnlicher  Weise 
behandelt  wie  andere  Fälle,  ^  welche  \  p  —  q  \  eine  gerade 
Zahl  ist 
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Was  endlich  den  Fall  \  p  —  g  \  =1  betrifft,  so  ist  daim  in  S^ 
ein  Qlied  ersten  Grades  vorbanden,  das  also  entweder  mit  e  oder 
mit  e'  multiplicirt  ist  In  beiden  Fällen  nebmen  die  Gleicbmigen(13) 
die  Form 

f  ^„  +  P,(«,  «',  ^  =  0, 

(16) 

an,  wo  Pg  and  P^  Potenzreiben  sind,  die  fOr  e  =  ^  =  Js^Q  ver- 
Bchwinden.    Die  zweite  Reihe  giebt 

«--p.'y.  ^, 

welcher  Ausdruck,  in  die  erste  Gleichung  (16)  eingesetzt;  eine  Rela- 
lation  zwischen  e  and  /  giebt  Die  weitere  Untersuchung  dieser 
Gleichung  muss  wahrscheinlich  onter  Anwendung  mechanischer 
Quadratur  ausgeführt  werden. 

Aus  den  Gleichungen  (1)  und  (3*)  folgt,  dass  hei  den  perio- 
dischen  Lösungen  der  dritten  Gattung  die  Grössen  n  —  £1  und 
n'  —  £/  unveränderlich  sind, 


§  13.   Andere  Gattungen  periodischer  Lösungen. 

Die  TOD  PomcABfi  eingeführte  Einiheünng  der  periodischen 
Lösungen  füllt  nicht  das  ganze  Feld  soldier  Bahnen  aus.  Sein 
Ausgangspunkt  ist  die  periodischen  Bahnen  fUr  //  =  0  aufzueachen 
and  dann  die  Bedingungen  zu  bestimmen,  unter  denen  periodische 
Bahnen  auch  fUr  kleine  Werthe  von  ft  vorkommen  können.  Erstens 
werden  hierdurch  natürlich  alle  solchen  periodischen  Bahnen  ans- 
gescblossen,  ftlr  welche  ft  einen  so  grossen  Werth  hat,  daes  die 
Coordinaten  der  Körper  nicht  nach  Potenzen  von  fi  entwickelt 
werden  können.  Man  kann  auch  nicht  dessen  sicher  sein,  dass  ft 
deswegen  einen  sehr  grossen  Werth  haben  muss.  Wir  wissen 
nämlich,  dass  |U  als  Factor  in  den  Ausdrücken  fttr  die  secularen 
Aendernngen  der  Perihelien  und  der  Knoten  der  periodischen  Bahnen 
vorkommt,    und    die    Entwickelungen    der    Coordinaten    (oder    der 
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Elemente]  oaeb  FotenaeB  von  f*  geschieht  also  gleichzeitig  u&oh 
Potenzen  tod  t.  Man  kann  mithin  nicht  Bicher  sein  durch  Ent- 
inckelimgen  nach  Potenzen  tod  /i  solche  Bahnen  zu  erreichen,  für 
welche  die  Periode  T  eine  gewisse  Orösse  üherschreitet 

Die  EBPLBB'schen  Ellipsen  sind  durch  ihre  Einfachheit  sehr 
geeignet,  den  Aasgangspunkt  fDr  die  Äuisncbung  periodischer  Bahn- 
formen  zu  bilden.  Ihre  Haaptfehler  in  dieser  Beziehung,  wie  fDr 
die  Störungstheorie,  dürften  in  der  ünbeweghchkeit  der  Perihehen 
und  der  Knoten  der  EEPLBB'schen  Ellipsen  zu  suchen  sein.  Man 
kann  aber  beliebige  intermediärf  Bahnen  als  Ausgangspunkt  be- 
nutzen, und  es  liegt  nahe  an  der  Hand,  zu  diesem  Zweck  von  den 
teadaren  Wertben  der  Elemente  auszugehen.  Man  würde  hierdurch 
periodische  Bahnen  langer  Periode  berechnen  können,  und  auch  für 
gewisse  Bahnen  kurzer  Periode  ist  diese  Behandlungsweise  zu 
empfehlen. 

Auf  einen  anderen  Umstand  mSchten  wir  hier  auänerksam 
machen.  Ee  wurde  im  Yorhergehenden  angenommen,  dass  die 
Periode  7  für  /t  =  0  und  /i  4^  0  dieselbe  ist  Es  liegt  nahe,  sich 
die  Frage  zu  stellen,  ob  man  etwas  dadurch  erreichen  könnte,  dass 
man  die  Perioden  in  beiden  Fällen  verschieden  annähme  um  ein» 
Grösse,  die  mit  n  verschwindet.    Betrachten  wir  die  Sache  näher. 

Es  seien  die  Differentialgleichungen 

vorgelegt,  wo 

ist,  und  F^  sei  nur  von  x^,  x,,  . . .,  a-,  abhängig. 
Dann  ist  für  ^  =  0 

wo 

"j  ™  ~  "ä~^  * 

Wir  nehmen  an,  dass  die  Lösung  (1*)  periodisch  ist  mit  der 
Periode  T. 
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Zur  Aufsuchung  der  periodiachen  Ijösongeii  fOr  /t  4=  0  oehmen 
wir  an,  daes  die  Aufaugewerthe  von  x^  und  ^, 


sind.    Die  hierdurch  bestimmte  Bewegung  boU  aber  nicht  mehr  die 
Periode  T,  eondem  die  Periode 

(1  +h)T 
besitzen. 

Setzen  wir  nun 

(2)  t  =  {l+k)T, 

und  fuhren  x  als  unabhängige  Vei^derliche  in  (1)  ein,  so   dass 
nunmehr 

■dT  -  tl  +  A)  ä^  -       -^ (1  +  *)  ä^ 

ist,  so  sind  k,  ßf  und  y^  so  zu  bestimmen,  dass  die  Bewegung  fttr 
(tdpO  periodisch  ist 
Setzt  man 


l  ffi"»!^  +  <:i  +  Yi  +  Vi, 


(3)  (.■=!,  2,  ...,.) 


BO  bekommt  man  flir  f^  und  tj^  die  Differentia^Ieichungen 

<^^  M    _L   H^^  <'■!'  f1    _1_   ll^'^  f  1       O  1 

dT~('  +*^ä^'      77^ — (^+*)ä^~"*     ('  =  1.  2,  ....  4 

Die  Functionen  |j  und  ijj  sind  nach  der  Voraussetzung  perio- 
dische Functionen  Ton  r  mit  der  Periode  T.    Setzen  wir 

0 

m 

0 
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so  aind  also  die  Bedingangen  für  eine  periodieche  Lösung,  dass 

(5)  Vv-Vi-O       (.-1,2,  ...,.). 

Zur  ErftÜlnng  dieser  2(-@IeicIiimgeii  hat  man  über  die  2s +  1 
Grössen  ß^,  y,  (j=  1,  2,  ..  .,  t)  und  k  zn  TerfÖgen.  Man  könnte 
dann  meinen,  dass  man  über  eine  dieser  GrQseeu  beliebig  verfttgen 
kann  —  z.  B.  A  =  0  setzen  —  und  dass  man  die  Übrigen  2«  Grössen 
immer  so  bestimmen  kann,  dass  man  alle  in  der  Umgebung  von 
p^O  Torbandenen  periodischen  Lösungen  wiederfindet  Anders 
ausgedrückt  giebt  es  periodische  Lösungen,  die  fOr  k^O  nicht 
mit  den  fUr  A  =  0  eriialtenen  Lösungen  übereinstimmen,  die  aber 
nichtadestoweniger  fUr  ^  =  0  mit  den  letzteren  zusammenfallen? 

FoNcAsfi  hat  (HSth.  nouv.  I  Nr.  38)  bewiesen,  dasa  dies  der 
Fall  sein  kann. 

Betrachten  wir  in  der  That  die  Gleichongen 

Vi-0      (1=1,  2,  ...,  t). 
Nach  (4)  können  vir  dafOr  schreiben 

T 

(6)  0  =  *ä^+y§-flVö^^>  +  -fJä^'''  +  - 


wo  die  vernachlässigten  Glieder  mit  /t  verschwinden. 
Betrachten  wir  die  Matrix 


^ 

S'F, 

d-F, 
■'      ea,da. 

BF, 

ä'F, 

d'F. 

^ 

ä-f, 
8a,ä«, 

d<F, 

e-F, 
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Ans  dieser  Matrix  können  t  +  1  Determinanten  J,,  J,,  . , ., 
A  gebildet  werden,  indem  man  ans  der  Matrix  die  1**,  2**,  . . ., 
(«  +  1)**  Colonne  aasscUiesat. 

Ist  die  Determinante  J^  =  0,  während  irgend  eine  (oder  mehrere) 
der  Determinanten  A-^,  Jj,  . . .,  A,  nicht  verschwindet,  so  ist 
die  LöBung  A  ={:  0  im  Allgemeinen  Ton  der  fttr  A  =  0  erhaltenen 
verschieden,  indem  n&mlich  dann  ^  A  >>  0  Iraine  einfache  Lösung 
der  Oleichangen  (6]  enstirb 

Schwabbschild  hat  (A.  N.  3506,  1898)  aof  einen  solchen  Fall 
aofinerkBam  gemacht,  der  sieh  anf  die  periodischen  Ltenngen  der 
zweiten  Oattnng  im  aeteroidisohea  l>rei<EOrpetf  roblem  bezieht 

Wenn  n&mlich  der  „stdrende"  Planet  sich  in  einem  Kreise  am 
die  Sonne  bewegt,  und  der  Asteroid,  mit  der  Hasse  Null,  fttr  fi=-0 
in  einer  beUebigen  Ellipse,  so  ist  die  Bewegung,  für  ^»0,  perio- 
disch, so  oft  die  mittleren  Bewegungen  n,  des  Asteroiden,  und  it',  des 
störenden  Körpers,  commensorabel  sind. 

Wie  ist  die  periodische  Bewegung  f ür  /t  4=  ^  beschaffen?  Ist 
die  Periode  T  in  der  „gestörten"  und  in  der  „ungestörten"  Bewegung 
dieselbe,  so  muss  die  symmetrische  Conjonction  oder  Opposition  am 
Ekide  und  im  Anfang  der  Periode  in  derselben  Länge  stattfinden, 
da  die  Periode  des  störenden  Körpers  in  beiden  Fällen  dieselbe  isi 
Das  Perihel  de»  Asteroiden  tmut  ttiüstefun,  wie  wir  in  §  11  gefunden 
haben  nnd  zwar  ftr  beliebige  Werthe  der  Excentricität  des  störenden 
Planeten.  Eine  solche  periodische  Bahn  kann  nur  fUr  einen  be> 
stimmten  Werth  der  Excentricität  auftreten,  der  aus  der  Formel  (25) 
des  betreffenden  Paragraphen  erhalten  wird. 

Hat  die  Excentricität  einen  anderen  Werth,  so  wird  das  Perihel 
nach  der  Zeit  T  sich  vorwärbs  oder  rückwärts  bewegt  haben  —  ans 
Vll  §  11  wissen  wir,  dass  die  mittlere  Bewegung  des  Peribela 
für  kleine  Wertlie  von  0  immer  positiv  ist  —  und  folglich 
werden  der  Planet  und  der  Asteroid  sich  nach  der  Zeit  T  +  Af 
wieder  in  sTounetrischer  Conjunction  oder  Opposition  befinden,  wenn 
dies  um  die  Zeit  t  =  0  der  Fall  ist  Durch  eine  geeignete  Be- 
stimmung der  Elemente  ftkr  ^  =  0  wUrde  man  also  eine  periodische 
Lösung  mit  der  Periode  T+  AT  erhalten  können,  und  diese  Lösung 
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hat  nicbta  mit  der  frober  «rhalteneii  psriodiBcIieD  Lösung  von  der 
Periode  T  gemeüuain. 

AnalytUcli  stellt  aicli  die  Sache  folgendermasseiL 
Zwei  EOrper  —  der  planet"  and  die  „Sonne"  —  mit  den 
Hassen  ^  tiud  1  bewegen  sich  in  hreiaffirmigen  Bohnen  sm  den 
geaMimamen  Schwerpunkt  BÜa  dritter  Körper  —  dar  Asteroid  — 
mit  verschwindender  Hasse  wird  von  den  zwei  anderen  Eörpem 
attrahirt  Bezieht  man  die  Bewegung  des  Asteroiden  auf  die  Sonne 
als  Anfangspunkt  der  Coordinaten,  so  hat  man  nach  V  g  2 

m^9i  _  ^-fi"  ^Pi  _        ^B         /,■  _  1     o    Ol 


ist,  und  q.,  q-,  q^  die  reditwinkligen  Goordinaten  des  Asteroiden 
bezeichnen.    Hier  ist 

(8)       H~  ^{jp,*  +;,/  +p,»)  -  -J-  -  -L  +  ^(y,y^  +  ?, 7,  +  ?,?,}, 

vo  A  den  Abstand  zwischen  dem  Asteroiden  nnd  dem  Planeten  be- 
zeichnet, r  den  Badius  Vector,  q^,  q^,  q^  die  Goordinaten  des 
Planeten  bezeichnen.  Der  Abstand  Sonne — Planet  ist  gleich  der 
Einheit  gewählt  nnd  die  Attractionsconstante  ist  gleich  Hins. 

'Emt  die  Jr7-Ebene  mit  der  Babnebene  des  PUneten  zu- 
sammen, und  wird  die  Lllnge  des  Planeten  für  ( =  0  gleich  Null 
angenommen,  so  ist 

q^^oean't,       jj=.sin«'^       Je-O, 
■wo 

und  endlich  ist 

^•)  J*=.  l  +  r*-2(j,  cos n'(  +  y,  sinn' 0- 

Wird 
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gesetzt,  und  werdeo  die  Differentialgleichnngen 


dg,  ^  dB' 
dt'^dp,' 


(£=1,2,3) 


Dach  der  Methode  von  Jacobi  iDtegrirt,  bo  erhält  man,  nach  Ein- 
ftÜunDg  der  Elemente  von  DEUtmAT,  die  DifTerentialgleichtingen 


dS        BF 
dt   ^   dh' 


dh 


dF 


wo,  durch  die  osctüirenden  elliptischen  Elemente  ausgedrückt, 

L  ~yä,  /  —  mittlere  Anomalie, 

G  -ya(l-«*),       g^it-ä, 

if=ec08i,  A  =  i2 

ist 

Hier  ist 

(»•)  -^^  Tfi  +  J  -  /^t?!  wsn'i  +  y^tänn'i). 

In  F  kommt  also  ausser  den  Elementen  auch  die  Zeit  vor. 
Man  kann  aber  durch  Einführung  anderer  Elemente  die  Zeit 
eliminiren, 

Aas  (8*)  und  (9*)  ist  nämlich  ersichtlich,  dass  die  Zeit  nur  in 
der  Gombination 

j,  cos  n'  (  +  jj  sin  n'  r 

vorkommt    Nach  IV  §  9  (23)  ist  aber 
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Die  Bedeatnng  der  Goefficienten  A,  A^,  ß,  S^  wird  im  citirten 
Paragraphen  angegeben,  and  es  ist 

f  |  =  a(co8tt.-«}, 

(10)  , 

\  ij  =3  ayl  —  e'sinu), 

wo  v>  die  ezceotrische  Anomalie  bedeutet.  Die  Grössen  |  und  i) 
lassen  sich  also  durch  die  linearen  elliptischen  Elemente  und 
durch  /  ausdrQcken. 

Zieht  man  die  Werthe  der  Goefficienten  A,  und  £^  in  Be- 
tracht, so  findet  man  indessen,  dass 

(11)  q^GOBn'  l  +  q^äun'  t  =  A'  ^  +  B  t] , 
wo 

IAf  =      co8^  cos  [h  —  n'i)  —  smg  sin  {A  —  n'  t)  cos  i, 
B  ^  —  8in^coB(A  —  n'^  —  C08(r8in(A  —  n'^cosi 
ist 

Hieraus  folgt,  dase  in  F  die  Zeit  immer  in  der  Comhination 
h  —  n!t  vorkommt  Wird  fllr  h  —  n'  t  eine  neue  Vei^derliche  ein- 
geführt, und  wird  gleichzeitig  n'  B  zu  der  charakteristischen  Func- 
tion F  hinznaddirt,  so  bekommt  man  ein  canonisches  System  von 
Differentialgleichungen,  in  denen  die  Zeit  nicht  explicite  Torkommt. 
Wir  setzen 

sTj  —  yä ,  y^  =  mittlere  Anomalie, 

ij  s=  yfl(l— «*) ,  y,  ™  Ä  —  ß , 

«,  —  ya(l— e'jcoBj,     y^=  £1  —  n  t, 

■^  "^  2^  "*■  "  *'  +  ^-/i(?iC08n'(-)- j,8in«'(), 

wo  der  Ausdruck  (1 1)  für  y,  cos  n'  f  +  y,  sin  n'  t  einzufahren  ist,  und 

Ä'  =      cos^,coBy,  —  sinyjSinyj  — , 

^  =  -  sin  y,  cosy,  -  coay,  siny,  -^ 
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Wir  hsbea  nun 


on 


dx,  _eF 

dt  -^  fly,  ' 


er 


(i=.l,2,  3). 


Aus  der  Form  von  F"  finden  wir 


{im 


■^1  =  -r  —  (?i  008  m'  (  +  7,  sin  «'  Q 


ist,    und  weiter  findet  man,    daas    die  Entwickelung  tod  Fj^   die 
folgende  Form  bat 

F^  =  ^Jcos{i!/^  +  i'y,  +jy,). 

Geschieht  die  Bewegung  in  einer  Ebene  (in  der  durch  die 
Planetenbahn  gelegenen  Ebene),  ao  bekommt  man  fUr  A'  und  ff 
die  Ausdrücke 

A'  =      cos{n  —  n'fj, 

ff  ~—(nxi{n—  n't), 
und  man  setzt 


..-Vay-.")         y, -«-»■(, 

in  welchem  Falle  die  DifferentialgleichiiDgen  Unten 

(12) 

dt   °  öy, '         dT"       dx,' 

und 

ist 

-^.-1^-.  +  »''. 
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Wir  wollen  die  periodisclteD  LfiBimgeii  der  zmiten  Gattung 
dieser  DifferentialgleichimgeD  aafniclien. 

Wird  die  mittlere  Bewegung  des  Asteroiden  mit  n  bezeichnet, 
80  daas 

_  ^     _L 


(13) 


ist,  so  ist  die  erste  Bedingung  fOr  eine  periodisdie  IjOsong,  dass 
n  and  n'  coBunensorabel  sind: 

(14)  "-^, 

wo  p  und  q  relAtiv  piim  sind. 

In    diesem    Falle    ist    die    Bewegung    fDr    ^ « 0    periodiscli. 
Setzt  man 

*i  -  «1  +  A  +  f  1 ,      Ji  =      «  <  +  «  +  n  +  •?i ' 

^1  -  «» +  A  +  f » .     y,  -  -  n' '  +  y  +  y,  +  «ij ; 

r 

wo   in  der  Summe  i  and  i"  alle  ganzen  Zahlenwerthe  annehmen, 
für  welche 

(15)  .>_£'ff-0 
ist,  also 

(IS*)  iF]  =  '^^,..,ooBiiac-pff), 

flo  erhalten  wir  aas  (4)  and  (6)  die  Bedingungen 

»-    T? p%-J.,..,Bm.ls,:-ps), 

(16)  ==* 
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Da  wir  ohne  EinscbTänkung  y  —  0  wählen  köimen,  so  sind  die 
zwei  ersten  dieser  Oleichnogen  fflr 

(17)  c  =  r-^        (r  =  0,  1,  2,  ...,  2y  -  1) 

erfüllt.  Was  die  zwei  letzteren  Oleichimgen  (16)  betrijSt,  so  sieht 
man,  dase  die  HESBE'sche  Determinante  von  Pg  in  Bezug  anf  z, 
and  X,  gleich  Moll  ist,  wogegen  die  Gleichimgen  einfache  Lösungen 
in  &  und  ßj  oder  k  und  ß^  geben.  Man  erhält  also  hier  ver- 
schiedene Lösungen,  je  nachdem  A  =  0  oder  A  >  0  angenommen 
wird.  Für  k  =  0  erhält  man  eine  gewöhnliche  periodiBche  Lösung 
der  zweiten  Gattong,  mit  stiltstehendem  Perihel,  und  die  Excen- 
tricität  wird  durch  die  Gleichung 


(18)  0- 


dx. 


bestimmt  Diese  Lösung  findet  also  f&r  bestimmte  Wertbe  der 
Excentricitat  statt  Diese  Gleichung  ist  mit  der  Gleichung  §  1 1  (25) 
identisch. 

Nimmt  man  k  von  Null  verschieden,  so  kann  eine  von  den  GrösBen 
ß^  und  /?j  gleich  Null  genommen  werden.  Es  zeigt  sich  aber,  dass 
der  CoefBcient  von  ß^  verschwindet,  so  dass  man  nur  die  Wahl 
ßf  =  0  bat,  wenn  man  eine  einfache  Lösung  erhalten  will,  and 
man  erhält  zur  Bestimmung  von  k  und  ß^,  da 


1 

4^-»-. 

3V 

3 

m.-o- 

ist,  die 

Gleichungen 

o  =  - 

-i- 

'^^^'-^^ 

-, 

0=. 

n'i 

+''^+ 

■  ■» 

welche 

geben 
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(19) 

»=-^^'--. 

A-^*-^"^ 

Wir  kdnnen  auch  schreibeD 

(■'i          '-"W-^' 

wo  wir  n'  —  1  genommen  haben. 

Die  Periode  hat  die  Länge 

(1+*)!', 

und  k  bezeichnet  somit  die  Bewegung  des  Peribels.^  Der  Asteroid 
hat  während  der  Periode  p  Oml&nfe  in  der  (beweglichen)  Ellipse 
gemacht^  der  Planet  iet  ^-Mal  in  seinem  Kreise  herumgegangen. 

Die  Äufsachnng  der  periodischen  LCanngen,  welche  einer  ge- 
gebenen CommenBorabilität  der  mittleren  Bewegungen  entaprechen, 
geschieht  in  dieser  Weise  bequem  und  rasch,  nachdem  die  Ent- 
wickelung  der  Stönmgsfimction  gegeben  ist  Da  ß^  =  0  ist,  so 
können  solche  Lösungen  bei  allen  Werthen  der  Excentricitäten  vor- 
kommen. 

Wird  die  Bewegung  eines  masselosen  Körpers  in  drei  Dimen- 
sionen betrachtet,  so  kann  man  aus  den  Gleichungen  (1 1*^  ähnliche 
Schlüsse  ziehen.  Wir  werden  dann  zu  einer  periodischen  Bahn 
mit  beweglichen  Knoten  geführt  Zwischen  der  Ejccentricität  und 
der  Neigung  der  Bahn  des  Asteroiden  muss  eine  Relation  bestehen, 
und  der  Abstand  des  Perihels  vom  Knoten  hält  sich  onverändert. 


Die  Bedeutung  der  periodischen  Lidsungen  fax  die  Astronomie 
muss  ala  eine  sehr  grosse  geschätzt  werden.  Li  theoretischer  Hin- 
sicht ist  es,  wie  ForaoABfi  bemerkt,  mit  Hilfe  der  periodischen 
Bahnen  zuerst  gelungen,  in  ein  Feld  einzudringen,  das  vorher  der 
Analysis  nnzu^nglich  war  —  die  Natur  der  Litegrale  des  Drei- 


■  Hau  vergleiche  die  Gleichung  (19)  mit  der  Gleichoog  VII  §  1  (6). 
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EOrperproblems.  Die  grundlegenden  Arbeiten  PomcAsfi's  Verden 
hier  eine  unschätzbare  Quelle  f&r  die  Uathematiker  und  die  Astro- 
nomen bilden.  FUr  die  praktis^e  ABtroaomle  werden  die  perio- 
dischen LSanngeu  bald  grosse  Dienste  leisten.  Es  giebt  zwar  im 
Planetensystem,  so  viel  bis  jetzt  bekannt  ist,  einen  einzigen  Fall, 
wo  man  wirkheb  vor  einer  periodischen  Lösung  des  Drei-Eörper- 
problems  [in  diesem  Falle  des  rMT^Eörperproblems)  steht,  nämUch 
bei  den  drei  inneren  Jupitorstrabanten.  Die  Bedeutung  der  perio- 
dischen Lösungen  fOr  die  AstroDomie  liegt  aber  nicht  haaptsächUch 
in  der  Möglichkeit,  solche  Fälle  in  der  Natur  wiederzufinden  — 
obgleich  jedes  Beispiel  dieser  Art  vom  grössten  Interesse  ist  — , 
sondern  vielmehr  in  der  Thatsache,  dass  man  mit  ihrer  Hilfe  ver- 
schiedene besonders  schwierige  Probleme  des  Himmels  mit  Erfolg 
angreifen  kann.  In  seiner  grandlegenden  Arbeit  Qber  das  Mond- 
Problem  geht  Hill  von  einer  periodischen  Lösnng  der  ersten  Gat- 
tung aus,  nnd  seine  diesbeztlglichen  numerischen  Untersuchungen 
sind  nicht  als  blosse  BecbeDabungen  zu  betrachten,  sondern  als 
eine  wahre  Grundlegung  einer  genauen  Berechnung  der  Mondbahn. 
Derselbe  Ausgangspunkt  kann  mit  Yortheil  auf  die  Theorie  der 
kleinen  Planeten  Anwendung  finden.  Die  periodischen  Lösnngen 
derselben  (der  ersten]  Gattung  werden  ohne  Zweifel  eine  wichtige 
Bolle  für  die  Theorie  der  Nebenplaneten  spielen,  wie  dies  aus  den 
Arbeiten  von  Amr,  Tibsebaiii),  Backlund  u.  A.  über  die  Satum- 
satelliten  hervorgeht.  Die  Librations&lle  unter  den  kleinen  Planeten 
stehen  in  einem  intimen  Zusammenhang  mit  den  periodischen  Lösnngen 
der  zweiten  Gattung'  nnd  die  wichtigen  Grappenstömngen  von 
BoHUN  sind  im  Grunde  nichts  anderes  als  Anwendungen  derselben 
Lösnngen,  obgleich  sein  Ausgangspunkt  hiervon  etwas  abweicht 

Man  hat  also  allen  Grund  anzunehmen,  dass  die  periodischen 
Lösungen  des  Drei-Kbpeiproblems  eine  bedeuttode  B^e  ht  der 
AstroDomi«  ZV  spielen  bestiaiHt  sind. 


I  Man  vergliche  „Ueddotuiden  frla  Lands  Obflervatorimn  Kr.  12"  and 
dl«  tJntennichimg«n  im  siebenten  Attscbnltt  ttber  die  eecKUiMt  SUnwgen  dar 
kleinen  Planeten. 
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MECHANIK  DES  HIMMELS 
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§  I.   Convergenz  der  Reihen  im  Problem  der  zwei  Körper. 

Die  Frage  nach  der  ConTergeiu  der  Beuten  in  der  Aetronomie 
hat  ihre  grosse  Bedeatoog  nicht  nur  in  mathematischer  Hinsicht, 
sondern  vor  allen  Dingen  wegen  der  wicht^en  praktischen  SchluBs- 
folgemngen,  die  nnr  nach  einer  sorgftltigen  Untersuchnng  der  Con- 
vergenz der  benutzten  Reihen  gezogen  werden  können.  Folgende 
Fragen  muss  man  dabei  vor  Augen  haben.  Erstens,  in  welchem 
Bereich  der  angewandten  Vei^derlichen  sind  die  Beihen  convergent? 
Zweitens,  wie  gross  ist  der  zu  befürchtende  Fehler,  wenn  man  die 
EntwickeluDgen  bei  einem  bestimmten  01ied  abbricht?  Endlich 
lassen  sich  ooter  umständen  aas  den  CoDvergenznntersuchungen 
Schlüsse  ziehen  in  Bezug  auf  die  An&uchnng  deijenigen  Ent- 
Wickelungsmethoden,  die  fUr  die  numerischen  Bechnungen  die  grössten 
Yortheile  gewähren. 

Die  zweite  und  dritte  Kategorie  dieser  Fragen  ist  bis  jetzt 
wenig  nntersucht  worden,  obgleich  wichtige  Ansätze  hier  und  da 
nicht  fehlen.  Ich  erinnere  z.  B.  an  die  Uoterauchnngen  über  die 
EüLBB'sche  Beihe  und  ihre  Bedeutung  für  die  sogenannte  mecha- 
nische Quadratur  (TergL  den  achten  Abschnitt}.  Es  fehlen  auch 
nicht  ähnliche  Üntersachungen  in  der  StömngstheorieJ  Indessen 
liegt  hier  ein  grosses  grßsstentheils  nnangebaates  Feld  tof,  wo  man 
mit  Hilfe  der  TorUegenden  ConTet^nzuntersnchungea  f^  die  Astro- 
nomie höchst  wichtige  Schlassfolgeningen  noch  zu  erwarten  hat 

In  Bezog  auf  die  erst«  Frage,  die  ja  auch  für  die  anderen 
Fragen  grundlegend  ist,  sind  indessen  die  üntersachungen  weiter 
getrieben  worden,  obgleich  auch  hier  verschiedene  Probleme  noch 
auf  ihre  Lösung  warten.  Das  wichtigste  Ergebniss  dieser  ünter- 
suchnngeD  ist,  dass  es  noch  nicht  gelangen  ist  Ansdrflcke  für  die 
Coordinateu  im  Probleme  der  drei  Körper  zu  finden,  die  für  eine 
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unbescbr&nkte  Zeit  ihre  Gültigkeit  behalten,  oder  wenigstens,  dasa 
es  noch  nicht  bewiesen  worden  ist,  dass  derartige  Ansdrtlckfi 
existireh.  Die  .Qheraas  wichtige  Frage  von  den  Orenzwerthen  der 
Coordinaten  im  Drei-Eörperproblem  —  eine  Frage,  die  man  knrz 
als  die  SteAüüäUfrage  bezeichnet  —  ist  also  immer  noch  als  eine 
offene  zn  betrachten,  obgleich  man  wohl  kaum  als  ein  allzu  phaa- 
taetischer  Wahrsager  betrachtet  werden  masste,  wenn  man  die  Ver- 
mnthung  ansdrfickte,  dass  ihre  Lftsnng  nicht  viele  Jahrzehnte  auf 
sich  warten  lässL 

Wir  haben  in  diesem  Paragraphen  die  Entwickelaogmi  der 
relativen  Coordinaten  im  Problem  der  zuwi  Körper  zu  ontersachea. 
Im  §  9  des  vierten  Abachrnttes  wurde  gezeigt,  daes  die  Coordinaten 
im  Zwei-Kdrperprohlem,  wenn  es  sich  um  die  eU^titehe  Bewegung 
handelt,  periodische  Functionen  der  mittleren  Anomalie  sind,  die 
sich  als  FocBiEB'sche  Reihen  der  folgenden  Form  darstellen  lanen : 

(1)  ^A^<iOiil^^y\  -«>2■*^s™'^ 

wo  l  =  n[t~  t„)  ist 

Es  wurde  in  demselben  Paragraphen  bewiesen,  dass  diese 
Beiben  fUr  alle  reellai  Werthe  von  t  (also  auch  fOr  alle  reellen 
Wertbe  der  Zeit)  nnd  für  alle  endlichen  Werthe  der  Eb[centricita.t 
—  e  —  convergiren.  Es  genügt  solche  Werthe  von  e  zn  betrachten, 
deren  absoluter  Betrag  kleiner  als  die  Einheit  ist 

Die  CoefGcienten  A^  nnd  S^  sind  holomorphe  Fonctionen  von  e, 
die  für  einen  beliebigen  endlichen  Werth  e^,  für  e,  nach  positiven 
Potenzen  von  «  —  «g  entwickelt  werden  können. 

Die  Functionen  C0Bi7  und  sini/  sind  andererseits  offenbar 
holomorphe  Functionen  von  /,  und  jedes  Glied  in  den  obigen 
Summen  tiaai  sich  also,  fOr  beliebige  endliche  Werthe  von  «^  und  t^, 
nach  positiven  Potenzen  von  e  —  e^  nnd  t—  t^  entwickeln,  and  zwar 
fOr  beliebig  hohe  Werthe  von  «  —  «^  und  t  —  t^. 

Hierana  folgt  aber  nicht,  dass  die  Summen  (1),  und  somit  die 
Coordinaten,  als  Reihen  nach  Potenzen  von  e  —  e„  und  t~t^  ent- 
wickelt werden  können,  die  für  beliebig  hohe  Werthe  von  « —  «„ 
und^— 'g  convergiren.  um  dieses^Schloss  zn  ziehen,  ist  ee  nothwendig, 
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daB8  die  Reiben  (1)  geviese  Bedingungeo  erfoUen,  die  toq  Weier- 
STSASS  in  einer  berUhmt«D  Äbbandlnng  (,^ur  Functionenlehre"  1880) 
aoaeinandergeBetzt  worden  sind,  und  welche  Bedingungen  hier  nicht 
erfitllt  Bind. 

Bei  rielen  Qelegenheiten  mnss  man  indessen  £ntwickelimgen 
der  Coordinaten  nach  Potenzen  der  Excentricit&ten  oder  der  Zeit 
anwenden,  und  es  entsteht  somit  die  Aufgabe,  den  Convergenz- 
bereich  dieser  Entwickelnngen  zn  bestimmen. 

Die  E^twickelnng  der  Coordinaten  nach  Potemen  der  Excen- 
tricität,  die  wir  in  diesem  Paragraphen  untersnchen  wollen,  worde 
zuerst  von  Lapl^cb  im  Anhang  zum  fünften  Bande  seiner  „M6ca- 
nique  Celeste"  (1826)  nutersacht  Seine  Methode  ist,  ihrem  Principe 
nach,  einfach  und  direct,  erfordert  aber  bei  der  Aasf&bmng  sehr 
lange  und  schwierige  Auaeinandersetznugen.  Später  hat  Caucht 
ond,  nach  seinem  Vorgange,  Boncse  die  Frage  vom  Gesichtspunkte 
der  CAüOHi'schen  Fnnctionealehre  behandelt,  und  einen  ähnlichen 
Ausgangspunkt  haben  in  letzterer  Zeit  die  meisten  Arbeiten  über 
dieses  Problem  gewählt  Ich  möchte  unter  diesen  die  Unter- 
suchungen Ton  Bbiot  und  Bodqukc  in  ihrer  „Theorie  des  fonctions 
elliptiques"  (Quartanagabe}  besonders  hervorheben. 

Diese  Untersachungen  beziehen  sich  auf  die  Entwicklung  der 
Coordinaten  nach  Potenzen  von  e,  also,  nach  der  Terminologie  von 
Weiebsibasb,  auf  die  Entwickelung  dieser  Functionen  in  der  Üm- 
gebnng  der  Stelle  e  =  0.  Hieraus  kann  man  indessen  nicht  direct 
den  Convergenzbereich  der  Entwickelung  der  Functionen  in  der 
Umgebung  einer  beliebigen  Stelle  e  =  e^  bestimmen.  Diese  letztere 
Frage  ist  vom  Ver&sser  untersucht  worden  (Meddelandeu  Mn  Lunds 
Observatorinm  Nr.  22)  ond  ich  gebe  hier  die  Hanptzüge  dieser  Ans- 
einandersetznng  wieder. 

In  §  9  des  vierten  Abschnittes  haben  wir  für  die  relativen 
Coordinaten  im  Zwei-Körperproblem  folgende  Ausdrucke  gefunden: 

x  =  A  i  +  B  fi. 
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wo  Jf  and  B^  gewisse  trigODometiiBche  FunctioneD  der  PeriliflllAiige, 
der  Knotenlänge  und  der  Neigung  sind,  and  wo 


ist  Hier  bedeutet  to  die  excentriBche  Anomalie  des  Planeten,  Die 
Coordinaten  mnd  alao  holomorphe  FunctioDen  der  excentriBGhen 
Anomalie. 

Wenn  man  die  Coordinaten  als  Fonctionen  der  Excentricität 
betrachtet,  eo  ist  der  CoDrergenzbereich  der  E^twickelimgen  der 
Coordinaten  nach  Potenzen  von  e  ~e^  von  der  Lage  der  singolären 
Punkte  dieser  Functionen  abhängig.  Die  obigen  Ausdrucke  zeigen 
aber,  dass  diese  aingulären  Punkte  tbeils  e=  i  (welcher  Punkt  ein 
Verzweigungsponkt  der  Function  ^1  —  **  ist],  tbeils  die  singulfiren 
Punkte  der  Fanction  u>  —  als  Foncüon  von  «  betrachtet  —  sind. 

Die  Aufgabe  wird  somit  auf  die  folgende  reducirt:  welchen 
CouTergenzbereich  bat  die  Entwickelnng  von  u>  nach  Potenzen 
Ton  e  —  «0? 

Der  fonctionale  Zusammenhang  zwischen  der  ezcentrischen 
Anomalie  und  der  Excentricit&t  ist  durch  die  EEPi^s'sche  äleichong 
gegeben. 

Wird  die  Gxcentricität  mit  ^,  die  mittlere  Anomalie  mit  /  be- 
zeichnet, so  lantot  diese  Qleicbnng 

(1)  «,-J.m«,.;. 

Indem  man  hier  k  als  eine  Function  von  £  betrachtet,  kann  / 
als  ein  (constanter)  Parameter  angesehen  werden,  der  einen  beliebigen 
reellen  Werth  zwischen  —  oo  und  +oo  annehmen  kann.    Wir  setzen 

(2)  "-(»(S, 

oder  wenn  man  den  Parameter  /  andeuten  will 
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E^  handelt  sieb  um  die  BestinuDnng  der  aingalfireQ  Punkte  der 
FonctioD  <j>.  Wenn  die  Laf^en  dieser  Punkte  begtimmt  sind,  so 
weias  man,  dass  die  Entwickelnng  von  v>  in  der  Umgebung  der 
Stelle  C  ~  ^  innerhalb  eines  Kreises  convergent  ist,  dessen  MitteU 
poukt  in  Zo  ^^  ^"^^  dessen  Peripherie  durch  den  näcktüiegmden 
singolären  Punkt  geht 

Die  Function  fp  ist  eine  onendhch  vieldeutige  Function  von  ^ 
so  dasB  zu  einem  gegebenen  Werth  von  ^  eine  unendliche  Zahl 
Ton  Werthen  f&r  w  gehört  Man  kann  diese  Werthe  in  folgender 
Weise  finden. 

G^etzt 
(8)  i^t  +  i-n,       «>  =  x  +  iy,  «»=|*+i?», 

wo  i  =  y—  1  ist,  80  erhalt  man  ans  (l]y  indem  man  die  reellen  ond 
die  imagin&ren  Theile  trennt,  die  beiden  Gleichungen 


n^coax — - —  =  y|  _  (x  -  /)>?. 

Wir  nehmen  zuerst  an,  dass  die  Excentritntät  einen  redien 
Werth  hat,  so  dass  i;  =  0  ist 

Ans  (4)  ist  ersichtlich,  dass  die  Werthe 

(  y-0, 

\  »-l  =  ^9vax 

dann  immer  eine  Lösung  der  Gleichungen  (4)  geben.  Ist  |  <  1 , 
vie  wir  hier  vorlänfig  annehmen,  so  ist  die  zweite  Gleichung  (5) 
fUr  einen  einzigen  Werth  von  x  erföUt  Dies  ist,  wie  gleich  be- 
friesen  werden  wird,  der  einzige  reelle  Werth  von  u>  in  diesem  Falle, 
Um  die  Qbrigen  Werthe  von  to  zu  bestimmen,  schreiben  wir 
die  Relation  (4)  —  wo  nodi  immer  i;  =  0  gesetzt  wird  —  in  der  Form: 
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2y  fcoeie 

Die  Werthe  von  x  und  y,  die  diesen  Gleichungen  genügen, 
können  in  graphischer  Weise  leicht  erhalten  werden.  Wir  be- 
trachten nämlich  diese  Gleichungen  als  die  GleichuDgen  zweier 
Cnrren,  die  wir  bez.  mit  {Ä)  and  [Bj  bezeichnen  wollen.  Die 
Schnit^vmkte  dieser  Cnrven  geben  die  gesuchten  Werthe  von  r 
nnd  y. 

Die  Corve  {S)  besteht  aus  einer  unendlichen  Schaar  von  Zweigen, 
die  alle  dadurch  erhalten  werden  können,  dass  man  einen  beliebigen 
Zwag  parallel  der  z-Achse  um  die  Länge  2An(A=0,  :J:1,  ±2, ...) 


verschiebt  Es  genügt  also  hier  einen  einzigen  Zweig  zu  unter- 
BQchen,  und  da  ausserdem  beide  Cnrven  zur  x-Ächse  symmetrisch 
Bind,  so  geotOgt  es,  positive  Werthe  von  y  in  Betracht  zu  ziehen. 
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Die  linke  Seite  der  GleictioDg  fUr  (Ü) 


2y 


wächst  stetig  mit  y  aad  hat  also  fOr  y  =  0  ihren  Minimalwerth, 
der  gleich  der  Einheit  ist  Man  findet  dies  am  leichtesten,  indem 
man  f&r  e'  nnd  e-*  Fotenzreihen  eini^lhrt  Zu  jedem  Werth 
von  X  gehört  also  ein  einziger  WerÜi  von  y.  Der  Minimalverth 
Ton  y  wird  ftr  x  ™  0  erhalten  and  ist  also  ans  der  Qleichong 


Sy  I 

bestimmt.  Da  wir  hier  £  <  1  angenommen  haben,  schneidet  die 
Corre  (Ü)  also  niemals  die  x-Achse.  FOr  «  =  ±  -^  wird  y  =  <x>. 
Der  hier  betrachtete  Carvenzweig  nähert  sich  also  asymptotisch  den 
beiden  dnrch  x  =  ±  ~  definirten  geraden  Linien. 

Was  die  Corve  (^  betrifft,  so  ist  ihre  Discossion  ähnlicher 
Art  Die  linke  Seite  hat  einen  Minimalwerth  gleich  Eine  für  y  =  0 
nnd  wächst  mit  wachsendem  y  stetig  ins  unendliche.  Die  Corre 
besteht  aas  einer  anendlichen  Zahl  von  Zweigen,  welche  sich  den 
zu  der  y- Achse  parallelen  Linien  x  =  na(n  =  0,  ±1,  ±2,...) 
nähern.  Die  Corre  ist  zur  T-Acbse  symmetrisch  nnd  die  ver- 
schiedenen Zweige  sind  zwischen  den  beiden  parallelen  Geraden 
x  =  2nn  und  z  =  (2n  +  l)n  eingeschlossen.  Es  giebt  ausserdem 
einen  Cnrrenzweig  zwischen  z  =  I)  and  x  =  n.  Dieser  Zweig 
schneidet  die  z-Achse  in  demjenigen  Punkte  x^,  der  dnrch  die 
Gleichung 
(7)  *o  —  Isinz^  =  / 

bestimmt  ist  and  nähert  sieb  asymptotisch  der  Geraden  x  =  n. 

Die  Cnrven  haben  für  f  =  V»»  ^  =  T  ^^^  durch  die  beigefflgta 
Fig.  17  angezeigten  Verlauf. 
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Die  Werth«  der  Fimction  g>(^  tüi  diesen  Wertii  der  Exoen- 
tricitfi,t  und  der  mittleren  Anomalie  Bind  dorch  die  Schnittponkte 
zvischen  den  beiden  CurveDschaaren  gegeben.  Em  Werth,  x^,  ist 
reell  und  wird  ans  (l)  gefanden.  IHe  2-Coordinaten  der  tlbiigen 
Werthe  aind  zwiBcban  t  =  4n—  und  x  =  (4n  +  1)-^  gelegen  tüi 
n  =  1,  2,  3,  ■ , .,  und  zwischen  x  =  ^n-^  und  ;f  =  (4n  —  1) ^  f^r 

«  =  0,   —  1,  —  2,  —  3 und  nähern  sich  mit  wachsendem  n 

den  Werthen  x  ~{4n-^  l)^  für  positive  Werthe  von  n  und  den 
Werthen  *  =  (4n  —  1)  y  fttr  negaÜTe  "Werthe  von  n.  Die  y-Coordi- 
naten  gehen  mit  wachsendem  n  ins  Unendliche.  Ich  gebe  unten 
die  Gleichung  einer  Gurre  an,  die  durch  sämmtliche  Schnittpunkte 
der  Curren  (^  und  {ff}  hindurchgeht. 

Hat  die  Excestricität  einen  imaginären  Werth,  bo  ist  die  Be- 
rechnung der  entsprechenden  Werthe  von  w  etwas  mtÜiHamer.  Sie 
läast  sich  aber  auch  dann  in  elementarer  Weise  auafOhren.  Aus 
(4)  leitet  man  in  der  That  folgende  Oleichnugen  ab: 

(a)        \x'{e>'  +  e-»»-  2co8  2a^  -=  [x  -  l)'  +  tf', 

^"^     '^      (.'+.-')»    +    (.'---1*   ' 

'  '  «in**  cos*«  ' 

oder  wenn  man  in  diesen  G-leichnngeu  die  x-  und  die  y-Coordinaten 
separirt: 

(a)  «3»  +  c-3»_  iJ^  =  2  cos  2a.  +  *^'~  ^^  , 

(b)  \M*{e3f  -  «-3»)*  =  (jr  -  0*  [x"«^»  +  Jt'e-"»  -  2(1»  -  .?«)] 

-8(x-0yf« 

+  y»[»»«3,  +  »«e-a,  +  2(f»-  fl»)], 
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(0)  «*-s"|^^| ^1  + 

^  '  *    [nn'iB         cos*»  J    ' 

•'  [     ein*  X  ooa'  x     \ 

'  '   [  wn'a;         coa'*  ] 

Diese  G^leiclinDgen  könneo  Bämmtlich  auf  die  Form 

gebracht  werden,  wo  f(x)xmdff{tf)  beBtimmte  Functionen  toq  x  and 
y  sind.  Cmren,  deren  Q^leichongen  vod  dieser  Form  sind,  können 
indessen  immer  leicht  gezeichnet  werden. 

Die  Schnittponkte  zweier  der  Carren  (a),  (b)  oder  (c)  bestimmen 
die  Werthe  tod  x  und  y.  Die  Qleichnng  (a)  kann  als  die  „Modul- 
gleichong"  bezeiclmet  «erden,  da  sie  nnr  vom  Modul,  also  nicht 
vom  Werthe  des  imaginären  and  des  reellen  Theils  der  Ikcentricität 
abhängt  Die  entsprediende  Gurre  unterscheidet  sich  von  den 
fibrigen  darin,  dasB  sie  einen  coatinnirüchen  Verlauf  hat 

Bei  der  Discussion  der  Gleichungen  (b)  und  (c)  mnss  man 
darauf  achten,  dass  die  durch  Quadriren  der  Gleichungen  (4)  er- 
haltenen falschen  Wurzeln  eliminirt  werden. 

Wir  haben  also  gefunden,  dass  tu  eine  unendlich  vieldeutige 
Function  der  Ezcentricität  ist  Hat  die  Ezcentricil&t  einen  reellen 
Werth,  der  kleiner  als  Gins  ist,  so  ist  von  den  entsprechenden 
Werthen  von  w  eme  einzige  Wurzel  reelL  Es  ist  di^ee  Wurzel, 
die  fOr  die  astronomische  Anwendung  der  KEPUs'schen  Gleichung 
von  Interesse  ist 

Es  handelt  sich  darum,  diese  Wurzel  för  einen  gegebenen 
Werth  ^  von  ^  nach  Potenzen  von  £  —  ^  zu  entwickeln. 

Man  kann  sich  zu  diesem  Zweck  des  CAOOHi'scben  Existenz- 
theorems  (IX  §  6]  bedienen. 

ÄuB  der  Gleichung 
(8)  tr-/-Ssinw  =  0 
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folgt  nämlich  die  entsprechende  Differentialgleichnng 

(91  d«.  _       linw 

^'  dt        l-Ccoaat 


Daa  EzlBtenztheorem  von  Gaccht  sagt  nun  sne,  dass  das 
Integral  w  dieser  Gleicbimg,  das  für  £  =  ^  den  Wertb  lo  =  »^  an- 
nimmt, sich  nach  Potenzen  von  ^  —  ^  in  der  Form 

«.-«..  +  «,K-g  +  <iK-g'  +  ... 

entwickeln  läset,  so   oft  die  rechte  Seite  von  (9)  nach  positiven 
Potenzen  von  k  —  w^  und  C  —  d,  entwickelt  werden  kann. 

Die  Bingnl&ren  Werthe  von  £,  fUr  welche  eine  derartige  Ent- 
wickelnng  nicht. ezistirt,  werden  also  erhalten,  indem  man  v>  zwischen 
den  beiden  Gleichungen 
(8)  to  — /-;;8inw=-0 

und 

(10)  l-fc08w-0 

eliminirt 

Die  Lage  dieser  singulären  Pankte  kann  in  folgender  Weise 
ermittelt  werden. 

Aus  (10)  erh&lt  man 


l8in«  =  ±l/-i-i, 


und  schreibt  man  (8)  in  der  Form 

so  erhält  man  die  folgende  Gleichung  zur  Bestimmung  der  singu- 
lären Werthe  von  ^ 

(11)  -i-±i/i^-.*'^»'^'. 
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Man  kann  diese  Gleichung  mit  ^  moltipliciren,  wenn  man  nur 
beachtet,  daas   die  hierdardi  eingeflüirte  Wurzel  ^  ■■  0  die   Glei- 
chung (11)  nicht  befriedigt  nnd  also  keine  singoläre  Wurzel  ist  ' 
Hau  erhält  somit  die  Gleichung 

(12)  i±yr^=-£«±v^^+F^*. 

Man  hat  die  Wurzeln  dieser  Gleichung  zu  berechnen. 
Setzt  man  zu  diesem  Zwecke 

(13)  2  =  1  =F  yr^^, 

welche  Gleichung  giebt 

so  erhtit  man  ans  (12)  die  Gleichung 

(14)  [~-\\e"^e^*y^'>K 

Der  Parameter  l  hat  einen  beliebigen  reellen  Werth.  Dagegen 
kann  man  fOr  die  entsprechenden  z  reelle  oder  imagin&re  Werthe 
erhalten.    Setzt  man  also 

i=:()»»'  =  eoo8e  +  Y--^  e  sin  ö 

und  trennt  in  (14)  die  reellen   und  die  imaginären  Theüe  rechter 
Qod  linker  Seite,  so  erh&lt  man  die  beiden  Gleichungen 


(16) 


^,«»»IAco«(2(ismö-ö)-cos(2()8m9)l  -.'cosZ;, 
e3*««9[±ain(2eflmö-ö)~  8m(2(>Binfl)]  =  e'nail, 


ans  «eichen  man  die  folgenden  beqnemen  Gleichnngen  ableitet 
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(16)  -^  +  1  --0080  =  «*-*e—*, 

(17)  -8iii(2;+Ö-2eamÖ)-8in{2/-2(.8inÖ)  =  0. 


Wir  betrachten  diese  Oleichongen  als  die  Gleichungen  zweier 
reellen  Corren,  deren  Schnittpunkte  uns  die  Lage  der  Bingolären 
Punkte  giebt. 

Die  Cnrre  (16),  die  von  l  onftbhäng^  ist,  besteht  aus  zwei  ge- 
trennten Zweigen.  Der  eine,  den  wir  unten  naher  betrachten 
wollen,  ist  von  lemuiscatenähnlicher  Form,  und  hat  für  p  cos  6  =  1 
einen  Doppelpunkt.  Der  andere  Zweig  besteht  aus  der  geraden 
Linie  <(C0Bd  =  1  (Fig.  18). 


Pig.  18. 

Die  Schnittpunkte  dieser  Geraden  mit  (17)  sind  leicht  zu  be- 
stimmen. Setzt  man  ^  =  1 ;  cos  d  in  (17)  ein,  so  erhfilt  man  näm- 
lich die  L&snngen 


(18) 


-l, 


Diese  singuläron  Punkte  sind  also  eine  unendliche  Zfthl  iso- 
lirter  Punkte,  die  sänuntlich  anf  der  Linie  p  cos  d  =  1  gelegen  sind. 
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Die  DiscnsBion  der  Corren  (16)  und  (17)  wird  durch  die  Ein- 
föhnrng  geradliniger  Coordioaten  erleichtert    Setzt  man  also 


u  =  Q  coe  ü,      D  =  ^  sin  er , 
Bo  erhalten  wir  diese  GleichoDgen  unter  folgender  Form 


(19) 


<(!-«) 


(20)  (k-1)"=1  +2t-cotg(2Z-2t.)-B*, 

wo  zu  bemerken  ist,   dass  zn  (19)  noch  die  Cmre  u  =  1 ,  die  wir 
schon  discutirt  haben,  hinzukommt. 

Die  Cnrre  (19}  ist  zur  Achse  der  u-Goordinaten  symmetrisch 
und  ebenüills  za  der  geraden  Linie  u  =  1 .    Setzt  man  nämlich 


80  kann  man  (19)  in  der  Form 

(21)  .■ l-,<  +  i,^±^, 

oder 

r*=2»cotghp2s-s*-  1 

schreiben,  woraus  der  Satz  unmittelbar  folgt 

Weiter  kann  t  nicht  beUebig  gross  werden.  Die  Haximal- 
werthe  flir  »  werden  aus  der  Sleichnng  r  =  0  erhalten,  welche  giebt 

(2n  ^.  =  ([±i)'. 

Diese  Q-leichong  hat  zwei  Wurzeln:  «=0  und  «=1.196  (genähert). 
Die  erste  Wurzel  giebt  einen  Doppelpunkt,  die  zweite  ist  der  ge- 
suchte Maximalpunkt. 

Das  Aussehen  der  Gurre  (19)  ist  aus  der  Fig.  18  ersichtlich. 
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In  der  ümgebDug  des  Punktes  »  =  0  hat  man  genähert 

80  dasa  die  Cnrre  hier  aus  den  beiden  (geraden 


1/3 

und 

besteht. 

Die  Form  der  Curve  (17)  oder  (20)  zu  kennen,  ist  nicht 
für  anBeren  jetzigen  Zweck  nothwendig.  In  der  That  hängt  die 
Form  dieser  Gurve  vom  Werthe  des  Parameters  l  ab,  und  indem  / 
sich  yerändert,  bewegt  sich  der  Schnittpunkt  zwischen  (16)  und  (17), 
also  auch  der  singulare  Punkt  der  Kspi^BB'schen  öleichung  auf  der 
Curve  (16).  FOr  die  CouTergenz  der  nach  den  Potenzen  der  Excen- 
tricität  fortschreitenden  Reihen  in  der  Astronomie,  ist  aber  noth- 
wendig, dass  die  Excentricität  einen  solchen  Werth  hat,  dass  die 
Reihen  für  alle  redien  Werthe  von  l  convergent  bleiben.  Der  ge- 
suchte GoDTergenzradius  ist  also  der  kleaute  Radius,  den  man  er- 
hält, indem  man  /  zwischen  —  oo  und  +00  varüren  V&aBt  Nun 
kuin  man  aber  beweisen,  dass  die  reelle  Ghi^sse  /  immer  so  gewählt 
werden  kann,  dass  die  Curve  (1 7)  durch  einen  beliebigen  Punkt  auf 
der  Curve  (16)  hindurchgeht  E^  genügt  also  diese  Curve  za  be- 
trachten, weil  jeder  Punkt  derselben  ein  singulärer  Punkt  sein  kann, 
und  also  auch  als  ein  singolärer  Punkt  betrachtet  werden  muss. 

Dass  die  6r5sse  /  in  dieser  Weise  gewählt  werden  kann,  be- 
weist man  folgendennassen. 

Erstens  findet  man  unmittelbar  aus  der  G-leichung  (18),  dass 
jeder  Punkt  der  Linie  q  cos  6=1  ein  singulärer  Punkt  werden 
kann.  Wird  ein  beliebiger  WerÜi  6  =  6^  gewählt,  so  erhält  man 
das  entsprechende  l  aus  der  Oleichung 
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Dass  die  Cnrve  (20)  bei  einer  geeigneten  Wahl  des  Fara- 
metere  /  dnrcli  jeden  beliebigen  Punkt  toq  (19)  gehen  moBS,  ist 
ebenso  leicht  zu  finden.  Werden  nämlich  beliebige  Werthe  «^  und 
00  fOr  u  nnd  v  angeDommen,  so  ist  (20)  erftlUt,  wenn  7  so  gewählt 
wird,  dasB 


tg(2/-2t.J  = 


{«.  -  1)*  -  1  +  f, 


ist,  was  durch  eine  geeignete  Wahl  von  l  immer  erreicht  werden 
kann. 

Von  u  nnd  v  gehen  wir  mittelst  der  Oleichong  (13*)  zu  ^  Über. 
Setzen  wir 

(22)  f=|  +  i,=.«e'V^, 

so  erhalten  wir,  indem  wir  die  reellen  und  die  imaginären  Theile 
in  (18*)  trennen, 

iX»00S2lr  =  -(l  -«)»  +  »»+  1, 
*'8in2T=      2t.(l-a), 


ans  welchen  Gleichungen  x  nnd  r  tind  also  auch  |  nnd  ^  berechnet 
werden  können. 

Die  Gurre  (19)  geht  hierdurch  in  eine  Cnrve  über,  welche  die- 
jenigen Wertbe  der  Ekcentricität  giebt,  für  welche  die  Function  (2) 
<p{^  Singularitäten  besitzt.  Diese  Singalarmteu  sind  alle  Yer- 
zweigungspunkte. 

Die  so  erhaltene  Curve,  welche  die  titiffulär«  Curve  der  eüip- 
tiaehen  Bewegung  genannt  werden  kann,  nnd  die  in  Fig.  19  wieder- 
gegeben ist,  besteht  aus  einer  gescMossenen  Curve  JBGB  um  den 
Aniangsponkt  0  der  Coordinaten,  und  zwei  geradlinigen  Theilen 
AE  nnd  CF,  die  mit  der  positiven  bez.  negativen  |- Achse  zu- 
sammeniallen,  wenn  die  Stücke  dieser  Achse  zwischen  0  und  Ä 
bez.  zwischen  O  und  C  weggenommen  werden.  Der  Radius  Vector 
von  0   nach    einem  Punkt    der  Cnrve,    der   mit    dem    absoluten 
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Betrag  oder  Modulus  von  ^  zusaxamenf&Ut,  ist  in  ^  gleich  der 
Einheit  und  nimmt  contixinirlich  bis  £  ab,  wo  er  den  Werth  0.6627  . . . 


hat     Man  findet  den  Werth  q  dieses  Moduls,  indem  man  in  (12) 
I^—  nnd  C  =  ^9  setzt,  und  die  so  erhaltene  G-leichong 

;24)  1  +  yx  +  y»  =  j«vrr? 

nach  q  auflöst. 

Die  Formel  (24)  iällt  mit  der  bekannten  LAPiACE'schen  Formel 
ftir  die  Berechnong  des  ConTargenzradius  der  £^twickelang  der 
Coordinaten  nach  Potenzen  der  Excentricit&t  (in  der  Umgebung 
von  ^  =  0)  zusammen.  Man  erhält  denselben  Werth ,  wenn  man 
die  Qleichong  (21^,  die  hier  in  der  Form 

(241  •'•-7^ 

geschrieben  werden  kann,  nach  t  anllöst.  nnd  d&nn  nach  (23)  ?(=«) 

aas  der  Formel 

(24^  ,  =  y^^^Ti 

berechnet     Man  findet  in  der  That,  dass  diese  Gleichnngssysteme 
identisch  sind. 
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Die  Fig.  19  wurde  ans  dea  folgenden  numerischen  Werthen 
der  Coordinaten  |  and  q  der  singnläreQ  Cnrre  berechnet 

Tabelle  I. 
Coordinaim  der  tmffutÖren  Oarve. 


- 

• 

• 

i 

n 

OJ) 

0.000 

\sm 

1.000 

OJWO 

0.1 

0J)51 

0.9988 

0.9965 

0.0057 

0.2 

0.114 

0.9868 

0.9865 

0.0281 

0.S 

0.165 

0.9701 

0.9694 

0.0511 

0.4 

0.212 

0.9491 

0.9449 

0.0896 

0.5 

0.251 

0.9226 

0.9122 

0.1376 

0.6 

0.2S2 

0.8917 

0.B702 

0.1945 

0.7 

O.SOS 

0.8574 

0.8174 

0.2586 

0.8 

0.310 

0.820B 

0.7514 

0.3299 

0.9 

0.302 

0.7923 

0.6681 

0.4068 

1.0 

0.278 

0.7413 

0.5586 

0.4878 

1.1 

0.211 

0.7021 

0.4047 

a57S7 

1.1$ 

0.1B1 

0.6809 

0.8406 

AÖ999 

1.16 

0.140 

0.6779 

0.2585 

0.6268 

1.19 

0.071 

0.6885 

0.1287 

0.658» 

Die  Corre  h&t  ftr  |=±1,  ff  =  Q  eine  Spitze,  and  gebt  hier 
in  die  geraden  Linien  ij  =  0  (| ||  >  1]  ttber.  Indem  | gegen  Null  ab- 
nimmt, wächst  t}  continoirlich,  um  fUr  |=0  dem  LAPU.0E'8cben  Con- 
TergenzradiiiB  gleich  zu  werden.     Der  Winkel  bei  Ä  iat  gleich  120". 

Die  eingnl&re  Cnrre  erlaubt  in  einfacher  Weise  die  Frage  nach 
der  GhrSsse  des  ConvergenzradinB  bei  der  Entwickeinng  der  Coordi- 
naten in  der  elliptischen  Bewegung  nach  Potenzen  von  Z  —  ^  '^'a 
beantworten.     Hau  nimmt  zu  diesem  Zwecke  ^  als  Hittelpunkt 
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eines  Kreises  an,  niid  sacht  den  kleinsten  Kreis  anf^  der  die  sii^D- 
läro  Cuire  berührt.  Der  Badins  dieses  Kreises  ist  gleich  dem  ge- 
suchten GonTergenzradins. 

Nimmt  man  z.  B.  an,  dass  man  die  Coordinaten  nach  Potenzen 
von  £  —  0.3  entwickebi  will,  so  erhält  man  mittelst  der  Figur  fOr 
den  ConTergenzradios  den  Werth  0.544  nnd  folglich  ist  die  be- 
treffende Entwickelung  fOr  alle  solchen  reeUen  Werthe  —  |  —  der 
Ezcentricität  conTergent,  die  zwischen  |  =  —  0.244  nnd  |  =  +  0.844 
liegen.  Die  betreffenden  Reihen  convergiren  also  fOr  alle  poiiüoeK 
Werthe  der  Excentricität,  die  kleiner  als  0.844  sind,  wogegen  die 
Bntwickelni^en  nach  Potenzen  von  |  nnr  fUr  |  <  0.6627  conver- 
giren.  Da  es  hei  den  astronomischen  Anwendungen  solcher  Reihen 
nnr  anf  die  reellen  Werthe  der  EzcentriciUt  ankommt,  kann  man 
also  den  Convergenzbereich  der  Reihen  vergrössem,  indem  man 
nach  Potenzen  toq  £  —  ^  entwickelt  und  ^  in  geeigneter  Weise 
bestimmt  Die  nachstehende  kleine  Tabelle  giebt  eine  genäherte  Dar- 
stellung der  CoDTergenzTerhältnisse  bei  verschiedenen  Werthen  von  ^. 

Tabelle  IL 
Berthe  des  Converffanxradius. 


i. 

Ä 

U.. 

Sn.^ 

OJI 

0.668 

0.0 

0.663 

ai 

0.644 

0.0 

0.144 

0.S 

0.698 

0.0 

0.798 

OS 

0.544 

0.0 

0.844 

0.4 

0.480 

0.0 

0.880 

0.5 

0.409 

0.091 

0.909 

0.6 

0.330 

0.2T0 

0.930 

0.1 

0.251 

0.449 

0.951 

0.8 

0.169 

0.691 

0.969 

0.9 

0.087 

0.813 

0.987 
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Es  bedeutet  hier  B  den  Werth  des  GonTergenzradins  bei  einer 
E^twickelung  nach  Potenzen  von  ^  —  ^.  Unter  ^„jp.  ist  der  kleinste 
potiäve  Werth  der  Excentricität  veretandeii,  der  innerhalb  des  Con- 
vergenzkreiaes  liegt 

Obgleich  der  ConTergenzradius  stetig  Terkleinert  wird,  indem 
^  von  Null  wächst,  wird  der  Bereich  der  porithen  ^-Werthe  inner- 
halb des  Convei^nzkreises  immer  grösBer,  bis  man  zu  einem 
zwischen  0.4  nnd  0.5  gelegenen  Werth  —  unge&hr  gleich  0.445  — 
für  ^  gelangt'  Eine  Entwickelnug  nach  Potenzen  von  ^—0.446 
würde  fOr  alle  positiven  Werthe  der  Excentricmt,  welche  kleiner 
als  0.892  sind,  convei^iren. 

Eine  ähnliche  ünterauchnng  in  Bezug  auf  die  entsprechende 
Entwickelnng  der  Coordinaten  in  der  kyperholuchen  Bahnbewegung 
\rilre  leicht  aosznfllhren,  liegt  aber  bis  jetzt  nicht  vor. 


§  2.   Convergenz  der  Reihen  Im  Problem  der  zwei  Körper. 
Fortsetzung. 

Wir  haben  im  vorigen  Paragraphen  gefunden,  dass  die  Coordi- 
naten in  dar  elliptischen  Bewegnng  holomorphe  Functionen  der 
ezcentrischen  Anomalie  sind,  und  dass  die  excentrische  Anomalie 
von  zwei  Grössen  abhängt,  nämlich  von  der  Bahnexcentricität  ^  und 
von  der  mittleren  Anomalie  /  des  Planeten.  Bei  mehreren  Oelegen- 
heiten,  im  Besonderen  bei  der  Bestimmung  der  Elemente  eines 
Planeten  aus  gegebenen  Beobachtungen,  ist  es  angemessen,  sich  der 
EntvrickeluDgen  der  Coordinaten  nach  Potenzen  der  mittleren  Ano- 
malie  zu  bedienen,  und  die  Bestimmung  des  Convergenzradina  in 
diesen  E^tvrickelungen  ist  also  von  grosser  practischer  Bedeutung.   Da 

ist,   wo  t„  die  Zeit  filr  den  Durchgang  des  Planeten  durch  das 
Perihel  bezeichnet,   so  ist  eine  Entwickelang  nach  Potenzen  von 


'  Eine  andere  Sache  iat  die  Stärke  der  Convergeuz.    Diese  ist  am  grfisBten 
f&r  ^  =  0,  wo  der  ConTeigenzradiiis  seinen  Hazimalwerth  hat 

Cbakukk,  Ueohulk  d«a  Hlmmoli.    IL  18 


„Google 


274  Qmvfrgenx  der  Reihen  in  der  Meehanik  des  Smmel^. 


l  —  I^,  wo  lg  =  n(tg^  Q  ist,  mit  einer  Entwickelong  nach  Potenzen 
von  t—tf^,  also  mit  einer  E^twickelung  nach  Potenzen  der  Zeit, 
gleichbedeutend. 

Der  CoDvei^enzbereich  dieser  Entwickelongen  ist  leichter  zu 
bestimmen  als  derjenige  der  Entwickelangen  nach  Potenzen  der 
Ekcentricität,  diese  Bestimmung  geschieht  aber  in  ähnlicher  Weise. 
Aus  der  KEPLEs'schen  Qleichung 

(1)  w  — ^8inu>  =  / 

ist  w  als  eine  Fonction  von  ^  nnd  l 

(2)  --<P[C,ll 

definirt  Wir  haben  im  vorigen  Paragraphen  l  als  einen  reellen 
Parameter  betrachtet  mid  u>  als  eine  Function  der  Vei^derlichen  ^. 
Hier  werden  wir  l  als  eine  Yei^derliche  betrachten  und  ^  als  einen 
Parameter,  den  wir  als  reeä,  positio  und  kleirter  ah  Eiai  annehmen 
wollen,  da  dieser  Fall  allein  für  die  Astronomie  von  Interesse  ist 

Erstens  ist  dann  zu  bemerken,  dass  w  eine  unendlich  vieldeutige 
Function  von  /  ist.  Dies  folgt  in  der  Tbat  aus  der  im  vorigen 
Paragraphen  gemachten  ünterauchnog,  in  der  bewiesen  wurde,  dass 
KU  gegebenen  Werthen  von  f  nnd  l  unendlich  viele  Werthe  von  v> 
gehören.  Die  Function  <p(^,l),  als  Function  von  l  betrachtet,  ist 
also  eine  vieldeutige  Function,  nnd  es  handelt  sich  darum,  die 
singnlären  Punkte  —  Verzweigungspnnkte  —  dieser  Function  auf- 
zusuchen. 

Ans  der  DifFerentialgleichnng 


(3) 


~  l —  C  CM  u 


folgt,  wie  im  vorigen  Paragraphen,  dass  in  den  singulären  Punkten 
(4)  1-Sco8«>  =  0 

sein  muss,   und,   indem  man  w  zwischen  dieser  Gleichung  und  (1) 
eliminirt,  erhält  man  die  Gleichung  (12)  des  vorigen  Paragraphen 

(6)  \±yT^>-(,±rr:c*v^i,, 
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Diejenigen  Werthe  tod  l,  die  diese  G-leidiniig  befriedigen,  geben 
die  Bingulären  Punkte  der  Function  (p  (^,  tj,  ab  Function  tod  / 
betrachtet 

Die  obige  G-leichong  läBSt  täcb  aber  mmiittctbar  nach  /  auf- 
lösen. 

Wir  setzen  bier,  wie  schon  erwähnt,  voraus,  dass  ^  eine  posi- 
tive Grösse  kleiner  als  die  Einheit  ist  Für  den  entaprecheDden 
Werth  von  /  erhält  man  aber  im  Allgemeinen  einen  imaginären 
Werth. 

Wir  setzen  also 

und  erhalten  aas  (5) 

(8)  ' 

[  »-  *  sin  y  =  0 . 

Die  zweite  dieser  Gtleichnngen  ist  befriedigt,  wenn  g  ein  ganzes 
Yiel&ches  von  n  ist  Da  indessen,  nach  den  gemachten  Vorans- 
setznngän  in  Bezug  auf  ^,  die  rechte  Seite  der  ersten  Qleichang 
stete  positiT  ist,  so  muss  ff  ein  fferades  Vielfaches  von  n  sein. 

(7)  g^2kn      (A  =  0,  ±1,  ±2,  ±3,...). 

Die  erste  Oleichung  (6)  giebt  dann 

(n  A=±yr^  +  iog — ^^ 


Uan  findet,  dass  die  beiden  Werthe  von  k,  welche  diese 
Gleichung  be&iedigen,  sich  nur  hinBichtlich  des  Vorzeichens  onter- 
Bcheiden  (Fig.  20). 

Die  singulären  Funkte  sind  also  symmetrisch  zur  Achse  der 
y-Coordinaten  geordnet,  und  liegen  auf  den  zur  A-Achse  parallelen 
Linien,  die  durch  die  Punkte  2kit{k^Q,  ±1,  ±2, .  .  .)  gezogen 
werden.    Sämmthche  singulären  Punkte  haben  —  vom  Zeichen  ab- 
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gesehen  —  die  nämliche  A-Coordisate,  dereo  Werth   aas  (7*)  er- 
halteu  wird. 

Die   Lage  der  Binguläreu  Punkte    and    die  Bestimmiing    der 
ConTergenzTerhftltnisse  bei   einer  Entwickelang  nach  Potenzen   der 


Flg.  20. 


Zeit  in  der  elliptiscben  Bew^ong  ist  zaeret  von  F.  B.  Hodltoh 
gegeben  worden  (Astronomical  Journal  VoL  XXill,  1903). 

Will  maa  die  Coordinat«D,  bez.  die  excentrische  Anomalie, 
nach  Potenzen  von  /  —  ^  entwickeln,  bo  hat  also,  wenn  man  die 
Werthe  von  /„  aof  das  Gtebiet 

-  n  ^  'o  ^  « 

beschiftokt,   was  keine  Einschiftnknng  des  Problems  bedeutet,    der 
Convei^enzradiiiB  M,^  den  Werth 

(8)  K  -  /V  +  T», 

wo  h  durch  (7*)  definirt  ist. 

Ist  fg  derjenige  Werth  Yon  t,  der  dem  Werthe  1=1^  entspricht, 
so  ist  der  ConvergenzradiuB  S,^  der  Entwickelangen  der  Coordi- 
naten  der  elliptischen  Bewegung  nach  Potenzen  von  t—t^  dorch 
die  Formel 


(9) 
gegeben. 


s^. 


^  =  ]/fe-«' 


i'+l 
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Die  6rJ)sae  des  Convei^iizraclius  iat  von  l^  and  vom  Werthe 
der  Excentricität  abhILngig.  In  der  Fonnel  (9)  gelit  ausserdem  die 
mittlere  Bewegong  des  Planeten  ein. 

Der  GonTergenzradiQS  hat  für  eine  gegebene  E^centricität 
seinen  grCssten  Werth  im  Aphel  und  erreicht  im  Perihel  seinen 
Minimalwerth 

Min.  B.^~\h\. 

Ist  die  Bahn  kreisförmig,  also  ^=0,  so  zeigt  die  Formel  (7*], 
dass  der  Convergenzradins  unendlich  gross  ist  Die  Coordinaten 
werden  in  der  That  dann  durch  die  Formeln 

«  =s  a  cos  B  (*  —  4,) ,      y  =  a  sin  n  (t  —  O 

gefunden,   und  sind  also  in  diesem  Falle  holomorphe  Functionen 
der  Zeit 

Indem  die  E^centricit&t,  für  einen  gegebenen  Werth  von  l^, 
TOD  ^  =  0  bis  ^  =>  1  wächst,  nimmt  der  Werth  des  Convergenz- 
radins continuirlich  ab,  und  nimmt  für  ^=  1  seinen  Minimalwerth 

-  Kl  -  «"■ 

Ich  werde  unten,  nach  Moui/roM,  einige  numerische  Beispiele 
dieser  Formel  geben. 

Die  Frage  nach  der  Entwickelung  der  Coordinaten  in  der 
parabolischen  Bewegung  nach  Potenzen  der  Zeit  ist  zaerst  von 
W.  A.  HAHn/roN  (Astronomical  Journal,  Vol.  XXIH,  1Ö03)  unter- 
sucht worden. 

Wir  haben  in  IV  §  6  gefunden,  dass  die  Coordinaten  in  der 
parabolischen  Bewegung  ganze  rationaie  Functionen  einer  Hilfsgrösse  w 
Bind,  welche  mittelst  der  Formel 

mit  der  Zeit  verbanden  ist    Setzt  man 

»-»(0, 
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80  üalleii  tdso  die  Singolaritäten  dieser  Function  mit  den  Singnlari- 
&ten  der  Coordinaten,  als  Fanctjonen  der  Zeit  betraditet,  zoBammen. 
Mao  findet  aber  fUr  w  die  Differentialgleichaiig 

dw  ^  yäg'^ 


und  die  einzigen  SingolarilAten  der  Function  w[f]  findet  man  also, 
nach  dem  CA.uCHT'acben  Existenztlieorem,  f&r 

„  =  ±y:rT. 

Die  entsprechenden  singnlären  Werthe  —  C  —  von  t  Bind 
nach  (10) 

Man  hat  also  hier  nur  zwei  singulare  Punkte.  Die  Ent- 
wickelung  der  Coordinaten  in  der  parabolischen  Bewegung  nach 
Potenzen  von  t~t^  convei^tiit  innerhalb  eines  Ereiaes ,  dessen 
Mittelponkt  in  i^  liegt  und  dessen  Peiipherie  durch  t'  gebt.  Der 
Convei^enzradiaa  ist  also,  für  einen  reellen  Punkt  f^,  durch  die  Formel 

(12)  s  =  y((„  -  w»  -  (f  -  Q*  =  y^{t,  -  W  +  IJ 

gegeben. 

Der  CoDTergenzradioB  ist  am  kleinsten  im  Perihal,  wo 


R: 


2  Y^q'* 


ist.    Je  grösser  der  Peribelabstand  —  q  —  ist^  desto  grösser  ist  ifi, 
das  mit  q,  und  auch  mit  f^  —  t^,  ins  Unendliche  wächst 

Was  endlich  die  Entwickelung  der  Coordinaten  in  der  hyper- 
bolUchxn  Bewegung  nach  Potenzen  der  Zeit  betrifft,  so  ist  diese 
Frage  von  Houlton  ^  c)  untersucht  worden. 
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Die  üntersnchimg  kann  in  ähnlicher  Weise,  wie  in  deo  frOherea 
Fällen,  gefuhrt  werden.  Nach  IV  §  6  findet  man,  obgleich  der 
Beweis  daselbst  nicht  ausgeführt  wurde,  dass'  die  Coordinateo  in 
der  hyperbolischen  Bahn  holomorphe  Fanctionen  einer  Hilisgrösse  w 
sind,  welche  hier  eine  ähnliche  KoUe  wie  die  ezcentrische  Anomalie 
in  der  elliptischen  Bewegung  spielt.  Zwischen  dieser  Grösse  und 
der  Zeit  besteht  die  Relation 

(13)  ^sinhpu)  —  «>  =  ?, 

wo  f  die  ExcentriciÜlt  bezeichnet  nnd  /  =  ^(/  —  y  =  ^^  (i  —  Q 

ist  Wird  hier  lo  als  eine  Function  von  /  betrachtet,  so  fallen  die 
Singularitäten  dieser  Functdoneo  mit  den  Singularitäten  der  Goordi- 
naten,  als  Fanctionen  von  /  betrachtet,  zusammen.  Man  erhält  in 
früher  auseinandergesetzter  Weise  diese  singulären  Werthe  von  /, 
indem  man  w  zwischen  (13)  und  der  Gleichung 

(14)  ^coBhpK'-l  =  0 
eliminirt 

Indem  wir  die  BedürfiiiBse  der  practischen  Astronomie  vor 
Augen  haben,  können  wir  nns  hier  auf  solche  Werthe  von  ^  ein- 
schränken, die  reell  und  grösser  als  die  Einheit  sind. 

Aus  (14)  folgen  die  Relationen 

coshp  v>  = 


■0  =  log  (coshp  10  +  sinhp  «>)  =  log ^^ 

Setzt  man  weiter 

1  =  9 +  ki, 
so  laatet  die  Gleichnng  (13) 

±  .y^^n"-  log(l  ±  i-^^~^  +  logS  =  ß  +  Äi. 
Da  weiter 

log(l  ±  »y?^^)  =  log^  + '(2*ff  iarctgV^^ 
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ist,  wo  k  Noll  oder  eine  gauze  positive  oder  negatiTe  Zahl  be- 
zeichnet, und  arctg  y"^  —  1  denjenigen  Bogen  zwacken  0  und  n/2 
bedeutet,  dessen  Tangens  gleich  y^  —  1  ist,  so  erhält  man,  indem 
man  die  reellen  und  die  imaginären  Theile  trennt,  fbr  ff  und  h 
die  Werthe 

I  ^  =  0- 

(15)  j  ±A=yf»-  1  -arct«y^-l  +2*n 
t  (Ä  =  0,  ±1,  ±2,  ...). 

Die  singulären  Paukte  liegen  also  in  diesem  Falle  sämmtlich 
auf  der  A-Achse,  sind  also  rein  imaginär.  Sie  sind  symmetrisch 
anf  beiden  Seiten  der  reellen  Achse  gelegen,  und  wenn  man  setzt 

(16)  A,  =]/;*_  1  _axct«y£*-  1, 

so  werden  alle  singolären  Punkts  erhalten,  wenn  man,  von  den 
beiden  Ponkten  Aj  nnd  —  A,  aus,  anf  der  imaginären  Achse  nach 
einander  Stücke  gleich  2n,  4n,  6n  u.  s.  w.  absetzt. 

Der  Convergenzradius  B  in  der  Entwickelang  der  Coordinaten 
in  der  hyperbolischen  Bewegung  ist  also,  fUr  einen  reellen  Werth 
von  Ify 
(16*)  Ä=  ]//„»+ A/, 

wo  Aq  den  kleinsten  der  aus  der  Formel  (15)  erhaltenen  A-Werthe 
bezeichnet 

Man  stösst  indessen  hier  auf  eine  Schwierigkeit.  Nimmt  man 
für  A  irgend  einen  ganzen  negativen  Werth  an,  so  giebt  es  immer 
einen  positiven  Werth  fttr  ^,  grösser  als  die  Einheit,  fflr  welchen 
die  rechte  Seite  von  (15)  verschwindet  Der  Punkt  l  =  Q  würde 
dann  ein  singnlärer  Punkt  sein,  was  aber  mit  den  gemachten  Yor- 
anssetzungea  nicht  vereinbar  ist  Es  ist  nämlich  vorausgesetzt 
worden,  dass,  fUr  /=0,  man  10  =  0  bat,  und  die  G-leichong  (14] 
zeigt,  dass  w  —  0  kein  singulärer  Punkt  ist  Dieser  scheinbare 
Widerspruch  findet  seine  Grklänmg  in  dem  umstände,  dass  nicht  alle 
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BingaläreQ  Paukte  der  FunctioQ  9'(^i  0  ^'^'^  Verzweigongspunkte 
desjenigeQ  Zweiges  dieser  Function  sind,  der,  fQr  alle  Werthe  der 
E^centricität,  für  /  =  0  den  Werth  Nnll  bat  Offenbar  kann  dieter 
Zweig  der  Fnuction  ^{^,1),  den  wir  allein  hier  betrachten,  nicht 
fllr  Z  —  0  einen  Verzweignngspnnkt  besitzen,  da  angenommen  worden 
ist,  dass,  fKr  /  =  0,  w  ^  0  ist,  mid  w  =  0  kein  VerzweignngBpunkt 
der  Function  9)(w,  Q  ist  Wir  m&ssen  also  diejenigen  Werthe  von 
k  in  (15)  aasBchliessen,  die  fltr  ii^od  einen  positiven  Werth  von 
^  (>  1)  einen  Wertb  A  =  0  geben  können.  Uit  anderen  Worten, 
k  ist  entweder  gleich  NoU,  oder  ist  gleich  einer  poritaen  ganzen 
ZahL  Wir  mflssen  also  in  (16*)  k^  =  k^  setzen  nnd  erhalten  fUr 
den  ConvergenzradiuB  den  Werth 

(17) 
vo 

(171 

ist,  und  arctg  \^'  —  1  denjenigen  zwischen  0  nnd  n/2  gelegenen 
Bogen  bezeichnet,  dessen  Tangens  gleich  y^  —  1  ist 

Die  Formel  (17*)  zeigt,  dass  S,  für  ein  gegebenes  l^,  stetig 
mit  der  Ezcentricität  —  ^  —  w&cbst  Ist  f  =  1,  so  ist  Ä  =  |  /„  j. 
G«ht  ^  ins  Unendliche,  so  wächst  S  gleichzeitig  Über  alle  Qrenzen. 

Will  man  den  Convergenzradins  —  £j,  —  fUr  die  E^ntwickelnng 
der  Coordinaten  in  der  hyperbolischen  Bewegung  nach  Potenzen 
von  t—tj^  berecbnen,  so  erhält  man 

(18)  ^---1-«' 

WO  der  Werth  fär  £  aus  (17)  einzusetzen  ist, 

MouLTOH  bat  einige  interessante  numerische  Schlussfolgerangen 
aus  diesen  Gleichungen  gezogen,  die  ich  zum  Teil  wiedergeben  will. 

Schreibt  man,  der  STmmetrie  wegen,  fUr  die  paraboUtche  Be- 


(")  '-ii^c- 
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so  d&se  die  GHeicbung  (10)  laatet 

(20)  w  +  iH.»  =  /, 

so  kann  mao  den  Ausdruck  f^  den  GonTei^nzradins  sowohl  für 
ellipÜBcbe,  wie  parabolische  oder  byperboUsche  Bahnen  in  der  Form 


(21) 
schreiben,  wo 


Ä-W  +  A,», 


(22) 


„  f>itA,=    v^rn_arctgy?^ 


ist,  und  es  sich  um  eine  Entwit^elung  nach  Potenzen  Ton  2— /„ 
handelt 

Fflr  verschiedene  Werthe  von  ^  erhält  man  hieraus  folgende 
Wertbe  von  h^: 

Tabelle  IIL 


t 

K 

ft,* 

t 

A. 

0.0 

« 

oo 

0.1 

1.998 
1.312 

75  .n 

14 

0.887 

0.2 

1.05 

0.010 

0.8 

0.020 

02.69 

1.1 

0.029 

0.4 

0.850 

37.23 

\.% 

0.017 

0.6 

fiMl 

25.88 

1.3 

0.187 

0.6 

o.a»8 

17.08   . 

2.0 

a68ö 

0.7 

0.131 

10.85 

10.0 

8.478 

o.e 

0.098 

5.36 

100.0 

98.42 

0.9 

0.031 

1.80 

1000,0 

998.4 

0.05 

0.011 

0.68 
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Diese  Tabelle  giebt  den  Werth  des  Convergenzradios  an  für 
J^  M  0,  also  fUr  die  Entvickeltuigeii  im  Fenhel  nadi  Potenzen  von  /. 
In  der  dritten  Golumne  babe  ich  die  enteprecbenden  Werthe  von  Aj, 
in  Öraden  ausgedrückt,  eingeftüirt  Han  findet  hieraus,  dass,  wenn 
die  Excentricität  gleich  0.1  ist,  die  Entwickelang  der  Coordinaten 
nach  Potenzen  der  mittleren  Anomalie  bis  /  =  lOd^SS  conrergirt 
n.  a.  w.  Die  Entwicketangen  nach  Potenzen  von  /  (also  im  Perihel] 
bei  der  parabolisdien  Bewegung  couvergiren  für  /  <  0.667,  was  einem 
Werth  von  62°  für  die  Länge  entspricht 

Die  Convei^enzradien  fOr  die  Ehitwickelungen  nach  Potenzen 
der  Zeit  lassen  sich  mittelst  der  Formeln  (9]  und  (18)  leicht  be- 
Tecbnen,  wenn  der  Werth  der  mittleren  Bewegung  bez.  der  halben 
grossen  Achse  in  der  Bahn  bekannt  ist  Indem  er  a  =  2.65  setzt, 
berechnet  Moci/ioii  folgende  Tabelle,  die  fOr  die  Anwendong  dieser 
Untersnchnngen  auf  die  Theorie  der  kleinen  Planeten  von  Interesse  ist 

Tabelle  IV. 
St,  in  Hiffm  für  a  =  2SS. 


£ 

J.-0 

,.«. 

k  -  120° 

;-t80» 

0.0 

« 

CO 

«> 

(» 

0.1 

501.2 

558.0 

726.0 

933.7 

0.2 

329.8 

421.1 

620.0 

864.0 

0.3 

280.1 

849.6 

678.7 

821.0 

0.4 

168.1 

802.2 

550.1 

806.1 

0.6 

118.0 

285.9 

687.8 

796.0 

0.6 

74.9 

273.1 

680.5 

7«1.5 

0.7 

45.5 

266.5 

527.3 

789.8 

0.8 

28.4 

268.7 

626.8 

788.4 

0.B 

7.7 

262.7 

585.8 

788.0 

0.95 

2.8 

2S2.6 

625.2 

788.0 
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Die  ümlau&zeit  eines  Asteroiden  in  diesem  Abstände  ist 
1575  Tage.  Die  EntwickeInngeD  der  Coordinaten  nadi  Potenzen 
der  Zeit  sind  also  im  Aphel  fUr  mehr  ale  einen  halben  Umlauf 
convergent.  Im  Perihel  nimmt  die  0r5e8«  des  ConTei^enzradias 
mit  wachsendem  Werthe  der  Elzcentricitat  rasch  ab. 

Die  nachfolgende,  ebenfklle  von  Moültoit  berechnete  Tabelle  giebt 
eine  gnte  Übersicht  über  die  Werthe  des  Convet^nzradins  bei  ver- 
scbiedenen  Bahnformen. 

Tabelle  V. 

Bt.  w»  Tagen  /«r  *„  =  <„,  y  =  1 . 


E 

K 

£ 

JJ«. 

0.0 

« 

t.o 

U.8 

0.1 

18S.1 

1.05 

53.8 

0.2 

106.7 

i.i 

52.8 

0.3 

91.3 

1.2 

60.1 

0.4 

B1.8 

1.8 

4S.6 

0.5 

74.1 

2.0 

39.9 

fl.6 

es.6 

5.0 

25.7 

0.7 

64.1 

10.0 

18.8 

0.8 

60.6 

100.0 

5.8 

0.9 

57.4 

1000.0 

1.8 

0.95 

65.6 

Hier  iat  in  allen  Fällen  der  Perihelabstand  anveränderlich 
gleich  der  Einheit  angenommen. 

Die  Wichtigkeit  dieser  Zahlen  für  das  Bahnbeatimmnngs- 
j»oblem  liegt  aof  der  Hand.^ 


'  Vergleiche  in  Betug  hierauf  die  citirtea  Änfia&tie  ^ 
Honi/roH. 


i  Hamilton  und 
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Zuletzt  werde  ich  die  EktwickelongeD  im  Zwei-ESrperproblem 
tüT  den  Fall  betrachten,  dass  die  Kraft  repnlsiv  ist,  und  es  sich 
um  die  Entwickelimgen  der  Coordinaten  nach  Potenzen  der  Zeit 
handelt.  In  IV  g  7  werden  die  Coordinaten  in  diesem  Fall  durch 
eiue  Hilfl9gr&aae  w  ansgedrAckt,  welche  durch  die  Belationen 

(23)  «.  +  j8iDhp«.  =  /, 

(23^  l=yK[t-t„) 

a" 

mit  der  Zeit  verbunden  ist    Hier  soU,  fUr  /  =  0,  w  gleich  Null  sein. 
Die  aingnlären  Werthe  von  /  werden  also  erhalten^  indem  man 
w  zwischen  (23)  und  der  Oleichtmg 

24)  1  +^coabpw  =  0 

eliminirt     Hier  soll  C  ^^  ^^^  positive  Zahl  grosser  als  die  Ein- 
heit angenommen  werden. 
Aus  (24)  erldlt  man 

coshpu)  = — p->       siohpw  f=  ±  i'^  L~-  . 


80  erh&lt  man  zur  Bestimmung  von  a  und  ß  die  G-leichnngen 
«"C08j9  =  —  1, 

vnd  also 
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wo  m  eine  ganze  Zahl  oder  Noll  bezeichnet    Man  findet  aber  aas 
der  Qleichong 

«"COB(?  =  —  1 , 

dase  co6j9  negativ  nud  also  m  eine  ungerade  Zahl  Bein  mnes.    Es 
ist  alao 

Iog{-l±il^^:T)  =  logf  +  i(:Farot«yS^^  +  (2*  +  l)»), 

wo  Ä  =  0,  ±1,  ±2,  ±  3,' ...  ist 

Wird  dieser  AuBdmck  in  (23)  eingesetzt,  and  achreibt  man 

(26)  l  =  g  +  ki, 

so  wird 

9=0, 

A  =q:  arctg)^^^  +  (2*  +  1)«±  V?^rr. 

Wie  flir  die  hyperbolische  Bewegung,  bei  attrahii^nden  Massen, 
so  tnflssen  aach  hier  negative  Werthe  tos  k  ansgeBchloasen  werden, 
weil  man  sonst  für  /  =  0  einen  singulärea  Ponkt  erhalten  würde. 
Setzt  man 

so  ist  also  die  Lage  der  singulären  Punkte  durch  die  Formeln 

?  =  0, 

±  A  =  A,  +(2A  +  l)n       (*-0,  1,  2,  8,  . . .) 
gegeben. 

Der  Gonvergenzradius  —  R  —  hat  den  Werth 


(27)  Ä  =  VV+(A,+^)». 

Der  WerÖi  von  A,   fäUt  mit  dem   Werth  (16)  för  A,  in  der 
hyperbolischen     Bewegung    bei    attfahirenden    Massen     zusammen. 
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Die  Grösse    des  Convergenzradias    wächst  mit    der    Ezcentricität. 

Im  FeriLel  ist 

(28)  Äp^riM  -  Aj  +  « ■ 

Ist  die  ExcentriciULt  gleich  Eins,  ao  ist  \  =  0,  und  also  Ü^n. 
Es  kann  befremdend  erscheinen,  dass  man  hier  einen  endlichen 
Werth  fOr  den  GonTergenzradiua  für  ^  =  1  erhält,  wogegen  bei 
attrahirenden  Massen  f&r  ^  =  1  der  Werth  des  GoDTergenzradine 
gleich  Nnll  ist  Dies  findet  seine  natUrhche  Erklärung  darin,  dass 
für  ^  =  1  bei  anziekmden  Hassen  die  Balm  eine  gerade  Linie  ist, 
die  im  Centralkörper  ihren  Endpunkt  hat  Es  findet  also  im 
„Perihel"  ein  ZusammenstoBS  der  beiden  Massen  statt  nnd  es  kann 
dann  von  keiner  Entwickelnng  nach  Potenzen  der  Zeit  die  Bede 
sein.  Wir  haben  dagegen  in  IV  §  S  gefunden,  dass  bei  einem 
Znsammenstoss  die  Coordinaten  nach  Potenzen  von 

entwickelt  werden  können.' 

Bei  abstoBBenden  Massen  hegt  die  Sache  anders.  Für  ^  =  1 
ist  zwar  die  Bahn  aach  geradlinig,  die  Körper  nähern  sich  aber 
bis  zu  einem  gewissen  endlichen  ÄbBtand,  am  dann  dieselbe  Linie 
rückwärts  zu  beschreiben.  Die  Formel  (28)  zeigt,  dass  eine  Eutr 
wickelang  der  relatiTen  Coordinaten  der  Körper  im  Perihel  nach 

Potenzen  ?on  /,  d.  h.  von  ^-^  (t  —  Q,  für  /  <  n  convergent  bleibt 

Der  Werth  des  ConvergenzradiuB  bei  einer  Entwickelung  der 
Coordinaten  nach  Potenzen  Ton  t  —  t^  ist  nach  (23*)  und  (2?) 


(29)  «i.  -  ]/('.-'-)'  +  |f  (*.  +  ')*. 

und  hängt  also  von  a  und  vom  Werthe  der  BepuMonsconetante  ab. 


'  Der  ConTeigeozndiiu  dieser  Entwickelnng;  iat  nach  (lS)Dnd(I&)  gleich 
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Id  der  BB8SBL-BKSi>iCHiH'schen  Theorie  der  Gometenschweife 
bedient  mao  sich  der  Beilien,  die  nach  Potenzen  der  Zeit  fort- 
schreiten. Der  Convergenzbereich  dieser  Beihen  kann  auB  (29) 
berechnet  werden. 

Naolitrftg.  Nachdem  das  Obige  geichrieben  wurde,  habe  ich  toq  Herrn 
ProfeasoT  A.  Woum  io  UpsoU,  mit  dem  ich  dieaeu  Sommer  Gelegenheit  hatte 
Über  dieae  ConveigenciTage  xa  spreoheD,  folgeode  briefliche  Mittheilnng  eriialteu, 
die  ich  mit  der  EilaabnlM  des  Verfataen  hier  abdrucke.  Seine  AiueiDander- 
eeteongen  beziehen  sich  auf  die  S.  2B0  erw&hnte  Schwierigkeit  bei  der  Be- 
aümmnag  des  Werthee  des  Convei^eiuradiaa  in  der  Entwickelnng  der  Coordi- 
naten  in  der  hTperbolischen  Bewegung  nach  Potenxen  der  Zeit  Piofeaaor 
Wnuii  achreibt: 

„Ea  handelt  rieh  um  die  Beatimmiuig  dea  Couvergenzradiiu  derjenigen 
Potenireihe  w  —  f([),  welche  durch  die  Gleiohnng 

(1)  ^unbpw  -  tr  -  /■.  0 

definirt  wird,  wo,  fflr  f  =  0,  w  —  0  sein  aoll.  Die  OrOaae  {  ist  ein  Parameter, 
der  positiv  und  >  1  iat. 

Die  aingalärea  Pankte  der  verschiedenen  Zweige,  welche  der  Gleicbong  (1) 
genOgen,  müaaea  die  Bedingung 

(2)  tcoebpw'  1-0 
er^len,  nnd  man  bekommt  also 

(8)  l  -±  iiV^^  -  vxtgV^^^  +  2kn], 

wo  k  eine  ganse  poaitiTe  oder  negative  Zahl  baseichuet 

An  einer  solchen  siugniären  Stelle  vertauschen  sich  im  Allgemeinen  zwei 
w-Zweige.  Man  findet  aber,  daaa  gewisse  C-Werthe  von  besonderer  Bedetttnag 
sind,  diejenigen  nSmlich,  fl)r  welche  die  Qleichnng 

(4)  y?^-ar«tgV?^  +  2A«-0 

erflUlt  ist,  wobei  k  einen  tugaiivm  Werth  haben  mosa.  Fflr  aolche  (-Werthe 
fallen  «test  ringuläre  /-Werthe  zusammen.  Dies  bedeutet,  daß  in  diesem  Falle 
*vei  Paar  w-Zweige  um  den  aingulären  Punkt  permatirt  werden.  Ein  Zweig 
dea  einen  Paaiea  wird  indessen  hierbei  nicht  In  einen  Zweig  des  anderen 
Paarea  übergehen. 

Damit  mehr  als  zwei  Zweige  in  einem  singnlSren  Punkt  in  Zusammen- 
hang treten  sollen,  ist  erforderlich,  dass  «nch 
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(S)  Cainhpi«  —  0, 

«elolie  Oleichang  erfordert,  dftB  £  —  1  ist  Für  die  aingnlSren  Pnnkte  ist  hier 
l~2kni.  Au  einer  Bolchen  Stelle  hangen  drei  u-Zweige  cydiacli  siuaiiuneii. 
Für  t  c:  0  werden  diese  Zweige  dtuch  die  QluchoDg 

U7»+  ...=  «I 

gegeben.  Unter  diesen  giebt  ein  Zweig,  bei  wAchsendem  Weith  von  f,  fOr 
1  =  0,  ic»0,  also  den  ÄosgsngaEweig. 

WSchet  nun  £  nnd  wird  >  1,  so  wird  dieser  singnl&re  Ponkt  in  zwü 
Pnnkte  au^Ost,  fOr  welehe 

t  =  ±  iW^  -  arctgV?^ 

ist  Der  Äneg&ngBsveig  Ungt  in  diesen  Ptinkten  mit  nrei  verschiedenen 
Zweigen  sasanunen.  Es  iet  aber  nicht  mSglich,  einen  Hingulgren  Pnnkt  des 
Ansgangssweiges  ed  erreichen,  filr  welche  1 1  \  kleiner  ahg  V;*  — 1  —  erotg  ]/{*—  1 
iet  Der  fragliche  Zweig  mnsa  ja,  wenn  (4)  erfüllt  ist,  mit  genwi  denselben 
FnnctdonSEweigeu  in  den  eingnlftren  Punkten  verbanden  sein,  wie  fax  benachbarte 
t'Werthe.    Der  Conveigeniradius  der  betreffenden  PotenireihB  w—flj}  ist  also 

V?^-arctg)/?^." 

§  3.    Die  Hia'Mhe  Grenzcurve. 

Die  ConTergeozuntersuchimgeQ  in  der  Mechanik  des  Himmels 
bezwecken  vor  allen  Dingen  die  Grenzen,  innerhalb  welcher  die 
relatiTen  Coordinaten  der  Planeten  aich  verändern  können,  zu  be- 
stimmen. Ea  lässt  sich  aber  indessen  denken,  daea  man  diese 
Grenzen  finden  kann,  ohne  für  unbeschränkte  Zeit  gültige  Eeihen 
ftlr  die  Coordinaten  zn  besitzen,  ond  in  der  Tbat  sind  verschiedene 
VerBTiche  gemacht,  solche  Grenzen  in  indirecter  Weise  an&UBnchen. 
Von  diesen  Versuchen  bat  indessen,  so  viel  ich  weiss,  nur  einer 
sich  als  erfolgreich  erwiesen  —  wenigstens  ala  allgemeines  Princip 
betrachtet  —  nämlicb  derjenige,  der  in  der  in  §  S  IX  erwähnten 
HiLL'schen  Grenzcurve  Beinen  Ausgangspunkt  hat  Mit  Hilfe  dieser 
Urenzcurve  wurde  es  Hill  möglich,  das  erste  Mal  in  der  Geachicbte 
der  himmlischen  Mechanik,  einen  strengen  Stabilitätsbeweis  f&r  eine 
Classe  Bewegungen  im  Drei'Eörperproblem  zu  finden,  indem  er 
bewies,  dass  der  Mond  der  Erde  aich  niemals  mehr  als  bis  zum 
Vierfachen  seines  jetzigen  Abatandes  von  der  Erde  vom  Haupt- 
planeten entfernen  kann.    Es  wird  hierbei  vorausgesetzt,  daes  nur 
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die  Anziehung  der  Eh'de  uod  der  Sonne  auf  den  Mond  in  Betracht 
gezogen  wird,  und  ausserdem  musste  Hill  die  Beschränkung 
machen,  dass  die  Bahn  der  Erde  um  die  Sonne  genan  kreis- 
förmig sei. 

Die  HiLL'sche  (irenzcurre  hat  in  den  letzten  Jahrzehnten  eine 
mehrfiB>che  Anwendung  gefunden.  Die  allgemeinsten  ünterenchungen 
über  dieselbe  rührt  von  Bohum  her  („üeber  die  Bedeutung  des 
Princips  der  lebendigen  Kraft  fUr  die  Frage  von  der  Stabilität 
dynamischer  Systeme",  Acta  Mathematica.  10.  1887],  der  aach  ihre 
Bedeutung  für  das  allgemeine  Drei-K&rperproblem  untersucht.  Es 
zeigt  sich  indessen,  dass  man  hier  aus  einer  Biscussion  der  6renz- 
curve  keine  allgemeinen  Schlüsse  über  die  M^imal-  oder  Miuimal- 
werthe  der  gegenseitigen  Abstände  ziehen  kann,  nur  lässt  sich 
ziemlich  unmittelbar  schliessen,  dass  nicht  alle  Abstände  gleichzeitig 
unendlich  gross  sein  können.  Zieht  man  das  allgemeine  Problem 
der  R-Eörper  in  Betracht,  ist  nämlich  nach  Y  §  1  das  Integral 
der  lebendigen  Kraft  von  der  Form 

m  i2",(^)'-s'-^  +  *, 

80  dass  die  Gleichung  iür  die  HiLL'sche  Grenzcurve  (hier  würde 
man  wohl  besser  von  einer  Grenzfläche  sprechen]  lautet: 

(!•)  0-2-^^  +  *. 

wo  r,,  den  Abstand  zwischen  der  Masse  tn,  und  der  Hasse  m.  be- 
zeichnet. Wir  nehmen  an,  dass  die  Constante  A  der  lebendigen 
Kraft,  wie  es  in  unserem  Planetensystem  der  Fall  ist,  negativ  ist. 
Die  rechte  Seite  von  (1)  muss  immer  positir  sein,  und  hieraus  folgt, 
dctas  die  Abstände  r..  nicht  alle  gleichzeitig  unendlich  gross  sein 
können.  Die  Mitglieder  unseres  Planeteusystems  können  sich  also 
nicht  im  Laufe  der  Zeit  alle  unendlich  weit  von  einander  entfernen. 
Im  asteroidischen  Drei-Korperproblem  giebt  indessen  die  EHiL'sche 
Grenzcurre  bessere  Aufschlüsse  über  die  Natur  der  Bewegung. 
BoHUN  zeigt,  wie  bei  gewissen  Werthen  der  JACOBi'scben  Constante 
die  Bahncurre  des  Asteroides  innerhalb  einer  geschlossenen  Gurre 
liegt     Seine    Untersuchungen  wurden    von    Dabwih     in    eleganter 
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Weise  weitergfiffthrt,  und  wir  liaben  in  IX  §  3  die  wichtigsten  Er- 
gebnisse dieser  Discussion  wiedergegeben.  Hier  werde  icb  die 
Folgerungen  aus  diesem  Principe  in  Bezug  auf  die  Bewegung  der 
kleinen  Planeten  in  unserem  PlanetensTsteme  untersuchen. 

Es  sei  zuerst  Jupütr  der  störende  Flauet,  der  sich  in  einem 
Kreise  um  die  Sonne  bewegL    Das  jACOBi'sche  Integral  lantet 

(2)  (4i)'=2fl-C, 

WO 

ist,  und  -^  die  Geschwindigkeit  des  Asteroiden  im  beweffUehen 
CoordiDateusysteme  bezeichnet. 

Die  Gleichung  der  Grenzcnrre  ist 

(3)  2fl-C=.0. 

Ist  C  hinreichend  gross,  besteht  die  Qrenzcuzre  ans  ge- 
schlossenen Zweigen  und  der  Asteroid  mnss,  wenn  er  sich  beim 
Anfang  der  Bewegung  innerhalb  eines  geschlossenen  Zweiges  be- 
findet, immer  da  bleiben.  Bei  einem  Werth  0=0^  geht  die 
Orenzcurre  in  eine  Lemmscatea-ähnliche  Figur  Aber,  die  im  Libra- 
tionspunkte  L^  einen  Doppelpunkt  besitzt  In  IX  §  1  haben  wir 
gefunden,  dass  dieser  Librationspunkt  im  Abstände  0.0668  vom 
Jupiter  liegt  Der  entsprechende  Werth  C,  von  C  wird  demnach 
aus  (3)  erhalten,  indem  man  p,  =  0,9332,  ß,  =  0.0668,  /*  =  1 :  1047 
setzt.    Man  erhält 

q  =  3.0426. 

Wir  kSnnen  also  den  Satz  au&iellen;  Wenn  für  einen  kieiaen 
Flankten  die  JAOoBi'xche  Conttante  grÖMsr  ah  3.0426  ist,  to  kann  der 
Planet  sich  nicht  autierhtdb  einer  um  die  Bonne  ffetchlostenen  Curve 
bewegen. 

Um  die  Werthe  der  JACOni'schen  Constante  &r  die  kleinen 
Planeten  zu  erhalten,  kann  man  aus  ihren  bekannten  Elementen 
fltr  eine  gewisse  Zeit  die  Werthe  von  q^,  q^  und  -^y  berechnen, 
und  erhält  dann  den  entsprechenden  Werth  von  C  nach  (2)  aus 
der  Formel 
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'  Jfecftontib  du  Bümmefe. 


(4) 


C-ft'  +  -^+/.    (.,'  +  ; 


Ich  werde  einige  Werthe  von  C  unter  der  Vorauasetzung  be- 
rechnen, dass  die  Bahn  für  eine  gewisse  Zeit  hreiafönnig  ist  Die 
abtoltite  Gleschwindigkeit  des  Asteroiden  iat  dann  gleidi  1:V(>,  und 
die  Geschwindigkeit  JupiUrt  ist  yi  +  /i,  so  dasa 


(5) 


dl     Yf. 


-  ft  VI  +  c 


Setzt  man  diesen  Werth  in  (4)  ein,  so  findet  man,  dass  C  fOr 
kleine  p,  einen  grossen  positiven  Werth  hat;  wie  man  sich  von  der 
Sonne  entfernt,  nimmt  die  jAOOBi'sche  Gonstante  an  QrOsse  ab,  bis 
sie  zwischen  (»^  =  0  nnd  ^^  ■■  1  ein  Minimum  erreicht,  am  dann  fllr 
^j  =  1  wieder  ins  TToeDdliche  zu  wachsen. 

Aas  (4)  nnd  (&]  habe  ich  folgende  Werthe  der  jAOOBi'scheD 
Constante  abgeleitet 

Tabelle  VL 

Werthe  der  JAOOBiscken  Comtante  im  Han^etuyttem. 


ft 

m 

0 

0.1 

9.8778 

10.6866 

0.2 

4.1452 

5.8978 

0.8 

2.8274 

4.4886 

0.4 

1.S94& 

3:7090 

0.5 

0.8851 

8.4196 

0.« 

0.4768 

8.2214 

0.7 

0.2448 

8.1089 

0.8 

0.1010 

8.0486 

0.» 

0.0286 

8.0277 

0.96 

8.0408 

0.98 

8.1170 
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Biese  Werthe  aiod  fOr  solche  Werthe  ron  (>,,  die  zwischen 
0.6  oder  1.0  liegen,  in  der  Fig.  21  graphisch  dargestellt 

Zieht  man  durch  die  Ordinate  C  =  3.0426  eine  zur  ÄbsciBsen- 
achse  parallele  Linie,  so  schneidet  sie  von  der  Grure  ein  Stack  ab, 
das  solchen  C-Werthen  entspricht,  filr  welche  die  Grenzcnrre  nicht 
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Fig.  21. 
geschlossen  ist  Man  findet  io  dieser  Weise  aus  der  Figur,  dass 
solche  Asteroiden,  welche  eine  Kreisbahn  beschreiben,  deren  halbe 
grosse  Achse  einen  Werth  zwischen  0.815  und  0.96  hat  (die  halbe 
grosse  Achse  der  .Japiterbabn  als  Einheit  genommen),  keine  ge- 
schlossene G^renzGurve  besitzen.  Man  ist  deswegen  berechtigt,  solche 
Bahnen  als  instabit  zu  betrachten.  Wird  die  halbe  grosse  Achse 
der  Jupiterbabn  gleich  5.201  astronomischen  I^nheiten  gesetzt,  so 
sind  also  die  genannten  (lenzen  für  die  Instabilität 
a  =  4.24     und     a=  5.00 . 

Die  äussersten  Asteroiden,  die  im  Anhang  zom  ersten  Bande 
aufgeführt  sind,  und  ihre  mittleren  Entfernungen  (a)  von  der 
Sonne  sind 
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@  Thule  4.26S 

1898  1  4.125 

@  8.962 

(g)  HUda  8.962 

Der  äosserste  Asteroid  (370)  Thule  liegt  also  nahe  auf  der 
Grenze  zum  instabilen  Bereich.  AUe  Griffen  bekannten  Äateroidtn 
besitzen  eine  geechlo$tene  Grenzeurve,  insofern  nur  die  Jnpiter- 
stSmngen  in  Betracht  gezogen  werden,  wenigstens  wenn  vom  £^n- 
fluss  der  Werthe  der  ExcentricitäteQ  und  der  Neigungen  auf  die 
StabiliiAtefrage  abgesehen  wird. 

Eine  Untersuchung  Qber  die  drenzcurre  der  kleinen  Planeten 
wurde  zaerst  von  Eobb  ansgefährt  {Bulletin  Astr.  1901).  Er  findet, 
indem  er  auf  die  Excentricität  der  Bahn  BOcksicht  nimmt,  dass 
der  Asteroid  (279)  Thule  ausserhalb  der  Stabüitätsgrenze  liegt  und 
um  die  Sonne  keine  geschlossene  Grenzcurre  besitzt. 

Hat  die  Bahn  des  kleinen  Körpers  einen  mittleren  Abstand  grösser 
als  0.96,  wird  die  entsprechende  Grenzcurve  um  Jupiter  geschlossen, 
und  der  Körper  wird  dann  nicht  zum  Asteroidenringe  gehören. 

Es  kann  kein  Zufall  sein,  dass,  tou  einem  einzigen  Asteroiden 
vielleicht  abgesehen,  sämmtUcbe  bekannte  kleine  Planeten  innerhalb 
dea  in  Bezug  auf  die  Jupiterstörungen  stabilen  (Gebietes  gelegen 
sind.  Der  Werth  a  =  4.24  bildet  eine  natUrhche  obere  Grenze  für 
die  halben  grossen  Achsen  der  Bahnen  der  kleinen  Planeten,  ebenso- 
wohl wie  der  in  YII  §  12  gefundene  singulare  Punkt  a  =  2.05  eine 
untere  Grenze  fllr  den  Asteroidenring  bildet 

Wir  haben  hier  nur  den  Einduss  Jupiters  auf  die  kleinen 
Planeten  berQcksichtigt  Ton  den  Qbrigen  Planeten  im  Planeten- 
system ist  die  Einwirkung  vom  Mari  auf  die  Asteroiden  indessen 
nicht  zu  vemachläsBigen.  Giebt  die  Grenzcurve  hier  eine  Auskunft 
über  die  Natur  der  Bewegung? 

Fttr  grosse  Wertltö  von  C  —  und  bei  allen  bekannten  Aste- 
roiden hat  C  einen  Werth,  der  als  gross  betrachtet  werden  kann  — 
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besteht  die  Qrenzcarre  ans  einem  kleinen,  nahe  kreisförmigen  Zweig 
nm  Mart,  einem  ebenfalls  nahe  kreisförmigen  Zweig  um  die  Sonne 
mit  einem  Radius,  der  etwas  kleiner  als  die  halbe  grosse  Achse  der 
Marsbahn  ist,  und  ausserdem  ans  einem  dritten  Zweig,  den  man 
auch  als  nahe  kreisförmig  betrachten  kann,  dessen  Mittelpunkt  in 
der  Sonne  liegt  und  der  eüien  Radius  etwas  grotter  als  die  halbe 
grosse  Achse  der  Marsbahn  hat.  Der  kleine  Planet  muss  sich 
caisterhalb  des  letztgenannten  Kreises  bewegen.  Den  Eadius  dieses 
Kreises  kann  man  als  ein  Minimum  fQr  den  Abstand  des  kleinen 
Planeten  von  der  Sonne  betrachten. 

Bei  der  Berechnung  des  Werthes  dieses  Radius  kann  man  die 
mit  der  kleinen  Marsmasse  mnltiplicirten  GtUeder  in  [2*),  (4)  und  (5) 
vernachlässigen.  Wird  die  augenblickliche  Bahn  eines  Asteroiden 
als  kreisförmig  betrachtet,-  mit  dem  mittleren  Abstände  a  von  der 
Sonne,  und  der  Werth  des  betreffenden  Radius  mit  x  bezeichnet, 
so  leitet  man  aus  den  genannten  Formeln  leicht  folgende  Oleichung 
zwischen  a  und  x  ab: 
(6)  :.'  +  |-_-l.  +  2y^, 

eine  Gleichung,  die  eine  Wnrzel  zwischen  Null  und  der  Einheit 
und  eine  Wurzel  zwischen  der  Einheit  und  +  co  hat.  Die  letztere 
Wurzel  entspricht  dem  gesuchten  Minimalwerth  von  a. 

Ist  z.  B.  a  =  1.5  [es  ist  zu  bemerken,  dass  alle  Abstände  in 
dem  mittleren  Abstände  des  Hauptplaneten  —  hier  Mca-s  —  von 
der  Sonne  als  Einheit  auszudrucken  sind),  so  bekommt  man  r=  1.21; 
ist  a  =  2.0  ^  so  ist  a' =  1.36. 

Man  kann  dieselbe  Formel  (6)  benutzen,  um  den  Mazimalwerth 
des  mittleren  Abstandes  des  Asteroiden  zu  berechnen,  wenn  die 
Störungen  des  Asteroiden  vom  Jupüer  in  Betracht  gezogen  werden. 
Hier  handelt  es  sich  um  diejenige  Wurzel,  die  kleiner  als  die  Ein- 
heit ist 

Werden    die   Werthe    der   Maximal-   und   Minimalabstände   in 
gewöhnhchen  astronomischen  Einheiten  ausgedrückt,  so  erhalten  wir 
somit  aus  (6) 
föir  a  r=  2.2S :  Minimalabstand  =  1.82,    Maximalabstand  =  3.28, 
,,    a  =  3.04:  „  =2.08,  ,,  =3.90. 
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Der  kleine  Planet  (k)  Harmonia,  der  sich  gegenwärtig  in  einer 
nahe  kreiBfönnigen  Bahn  mit  der  halben  grossen  Achse  nahe  gleich 
2.28  bewegt,  würde  also  niemalfl  der  Sonne  näher  kommen  kdnnen 
als  auf  den  Abstand  1.82  nnd  sich  niemals  weiter  von  der  Sonne 
entfernen  können,  als  anf  den  Abstand  S.28. 

Wir  sind  indessen  dabei  von  der  Voraussetzung  ausgegangen, 
dass  die  beiden  störenden  Planeten  unabhängig  von  einander  ihre 
Grenzearven  für  den  kleinen  Planeten  bestimmen.  Inwiefern  die 
80  bestimmten  Maximal-  nnd  Minimalabstände  des  kleinen  Planeten 
als  wirkliche  Annäherung  zur  Wahrheit  betrachtet  werden  können, 
maes  dahingestellt  werden.  In  Bezug  auf  den  Maximalabstand 
wird  zwar  die  kleine  Marsmasse  kaum  eine  merkliche  Correction 
geben  können.  Ob  aber  die  durch  Mart,  wenn  dieser  Planet  der 
einzige  „grosse"  Planet  im  Planetensystem  wäre,  bestimmte  innere 
Grenzcurve  für  die  Asteroiden  auch  thatsäcblich  vorhanden  ist,  kann 
hieraus  nicht  geschlossen  werden. 

Zuletzt  will  ich  bemerken,  dase  das  JAConi'sche  Integral  (2] 
erlaubt,  weitere  Schlosse  über  die  Stabilitätsverhältnisse  zu  ziehen, 
als  nor  mit  Hilfe  der  örenzcurve  geschehen  kann.  Die  diesbezüg- 
lichen Betrachtungen  können  indessen  besser  in  einem  anderen  Zu- 
sammenhang als  hier  auseinandergesetzt  werden. 


§  4.   Convergenz  der  Entwickelungen  nach  Potenzen  der 
störenden  Hassen. 

Die  Störungstheorie,  deren  Methoden  seitL&PLACB  undL&GiuiiQB 
bis  in  unsere  Tage  die  Untersuchungen  in  der  Mechanik  des  Himmels 
beherrscht  haben,  geht  von  einer  Entwickelung  der  Goordinaten 
nach  Potenzen  der  kleinen  Planetenmassen  aas.  Wie  verhält  es 
sich  mit  der  Convergenz  dieser  Entwickelungen? 

Es  stellte  sich  bald  heraus,  dass  das  Vorhandensein  der  secu- 
laren  Störungen  fUr  die  Convergenz  der  Beihen,  wenigstens  fUr 
längere  Zeiten,  hinderlich  sei.  Zwar  könnten  Laplace  und  Lagk&nob 
den  Beweis  geben  (man  vergleiche  den  siebenten  Abschnitt),  dass 
in  den  Störungen  der  ersten  Ordnung  keine  secularen  Glieder  in  den 
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Auedrfickea  täi  die  halbe  grosse  Achse,  die  Ezcentricitat  nnd  für 
die  Neigung  der  Bahn  Torkatneo.  Wie  ea  sich  aber  mit  den  Coeffi- 
cientea  der  hSheren  Potenzen  der  Massen  in  dieser  Beziehung  ver- 
hält,  wuBsten  sie  nicht  und  dies  musa,  in  der  Haapteache,  bis  jetzt 
als  eine  unbekannt«  Sache  betrachtet  werden. 

Eine  andere  Schwierigkeit  fOr  die  Convergenzantersnchnng 
gaben  die  „kleinen  Divisoren".  Vom  Standpunkte  der  Stönings- 
tbeorie  betrachtet,  könnte  ein  vor  der  Integration  unbedeutendes 
oder  gar  verschwindend  kleines  Glied  zu  Störungen  von  beliebig 
hohem  Betrage  Veranlassung  geben,  wenn  nur  die  mittleren  Be- 
wegungen der  Planeten  mit  einander  nahe  commenBurabel  sind. 

Andererseits  zeigt  die  numerische  Anwendung  der  Störungs- 
theorie auf  das  Planetensystem  eine  gute  Uebereinstimmuug  zwischen 
der  Theorie  und  den  Beobachtungen.  Man  kann  hieraus  indirect 
BchlieBsen,  dass  eine  Convergenz,  ii^nd  welcher  Art,  wirklich  vor- 
handen sein  muss. 

In  Anbetracht  der  genannten  Schwierigkeiten  könnte  man  indessen 
darauf  gefasst  sein,  dass  die  Reihen  wenigstens  nicht  fOr  beliebig  hohe 
Werthe  der  Zeit  convergent  blieben.  Sind  aber  die  Reihen  über- 
haupt für  einen  betckrätikten  Zeitraum  couvergent?  Oder  gehören  sie 
zu  den  „halbconvergenteu"  Reihen  —  von  der  Art  der  Stiblino'- 
schen  Beihe,  die  wir  im  achten  Abschnitt  betrachtet  haben  — ,  die 
einen  genäherten  Ausdruck  fUr  die  Functionen  geben,  wenn  man 
einige  Grlieder  im  Anfange  der  Beihe  mitnimmt,  deren  Glieder  aber 
zuletzt  ins  ünendhche  wachsen? 

Die  Antwort  auf  diese  Fragen  ist  fOr  die  Anwendungen  der 
Störungstheorie  auf  die  Berechnung  der  Bewegung  der  Himmels- 
körper von  der  grÖBsten  Bedeutung.  Sind  nämlich  die  Reihen  nur 
halbconvergmt,  so  kann  die  Berechnung  der  Störungen  höherer 
Ordnung  unter  Umständen  als  «ine  unnätze  oder  gar  schädliche 
Arbeit  betrachtet  werden,  und  man  thäte  dann  besser,  die  sehr 
zeitraubende  Berechnung  der  Störungen  höherer  Ordnung  zu 
unterlassen,  und  sich  mit  den  Störungen  der  ersten  Ordnung 
zu  begnttgen,  in  welchem  Falle  man  natürlich  genöthigt  wäre, 
diese  Berechnung  fBr  genügend  nahegelegene  Epochen  neu  au»- 
zuführen. 
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Efi  aei  z  irgend  eine  Coordinate,^  fUr  welche  man  durch  Inte- 
gration der  DifferentialgleichungeD  der  Bewegung  den  Ausdruck 

(1)  x  =  x^  +  fiii+  fx*x,  +  ft'x,  +  ... 

erhalten  hat.     Die  GrÖeee  /«  ist  ein  Repräsentant  der  BtQrenden 
PlanetmasBen,  so  d&ss,  wenn  diese  mit  m^,  m,,  .  .  .,  m^  bezeichnet 
werden,  man 
(2]  m^  =  a^ft,       m^  =  a^n,  .  .  .,       m^  =  a^fi 

hat,  wo  a^,  «1,  ...,  a,  als  endliche  Zahlen  zu  betrachten  sind. 
TOD  welchen  eine  beliebig  gewählt  werden  kann. 

In  (1)  nennt  man  x^  die  Störungen  erster  Ordnung,  x^  die 
Störungen  der  zweiten  Ordnung  u.  s.  w. 

Bei  der  Behandlung  der  Frage  nach  der  GonTergenz  der 
Beihe  (1)  sind  zwei  Probleme  zu  unterscheiden.  Die  Störungen 
der  yerschiedenen  Ordnungen  werden  nicht  durch  geachlosseoe  Ans- 
dr^cke  gegeben,  sondern  io  der  Form  unendlicher  Reihen.  Das 
eine  Problem  ist,  die  Convergenz  dieser  Beiben  zu  untersuchen. 
Das  zweite  Problem  hat  zum  Gegenstand,  die  Convei^enz  der  von 
den  Störungen  verschiedener  Ordnung  gebildeten  Reihe  (1)  zu  unter- 
suchen. 

Mit  dieser  letzteren  Frage  wollen  wir  uns  in  diesem  Para- 
graphen beBchäftigen.  Um  uns  vom  erstgenannten  Problem  unab- 
hängig zu  machen,  wollen  wir  die  Aufgabe  so  formuliren:  lassen 
sich  die  Coordinaten  im  Drei-Körperproblem  {bez.  Problem  der 
R-  Körper)  nach  Potenzen  der  kleinen  Massen  entwickeln ,  und, 
wenn  dem  so  ist,  welcher  Art  ist  die  Gonvergenz  dieser  Reihen? 

Die  Antwort  auf  diese  Frage  ist  vom  Terfasser  im  Bulletin 
Astr.  1902  gegeben. 

Wir  bedienen  uns  der  DELAUNAT'schen  Elemente  des  fünften 
Abschnittes  {§  5).  Wenn  ausser  der  Sonne  «  Planeten  vorhanden 
sind,  so  lauten  die  Differentialgleichungen 

'  Unter  Coordinate  veTStehe  ich  hier  eine  beliebige  abhSngige  Veränderliche, 
es  seien  rechtwinklige  Coordinaten,  polare  Coordinaten,  osculirende  Elemente  o.  d. 
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-    ^^ 
(.  =  1,2, 
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o,_v<.,(i -.,■), 
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Die  Stfinmgsfunction  ^  lässt  sicti  nach  Potenzen  der  kleinen 
Massen  —  oder  nach  ft  —  entwickeln,  nnd  man  hat 


(S*) 


P=F^  +  (iri+n'Ft  +  . 


Die  Erweiterung  PotkoabS's  des  CADOHr'schen  Existenztheorems 
(IX  §  7)  lehrt,  daas  das  Integral  der  G-leichangen  (3)  nach  Potenzen 
▼on  jU  entwickelt  werden  kann,  wenn  ft  hinreichend  klein  gewählt 
wird,  für  alle  Werthe  von  t,  für  welche  die  Entwickelung  (3*)  gültig 
ist,  mit  einer  BeBcfai^nkang,  die  wir  in  IX  §  7  fonnulirt  hahen 
fOr  den  Fall,  dass  die  Ehitwickelung  (3*)  fUr  alU  Zeit  convergirt 

Damit  dies  gilt,  mnss  aber  eine  Bedingung  erfüllt  werden,  die 
wir  jetzt  untersuchen  wollen.    Die  L&sung  der  Gleichungen  (3)  aei: 


vo  die  Functionen  £^[1,  ft),  Of{t,  /i)  ]l  s.  w  nach  potitiTen  Potenzen 
TOD  fi  entwickelt  sind. 
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Für  ft  =  0  haben  diese  FanctioDen  die  Werthe 

(  -S,((,  0),       ft((,  0),      Ä,(1, 0), 

(4) 

1  ',(',»),       J,(',0),       *,(',0)> 

und  aacb  IX  §  7  ist  erforderlich,  dass  J*  und  die  Ableitungen  dieser 
Function  nach  L,  0  u.  s.  v.  nach  Potenzen  Ton  Z^  — Z,(f,  0), 
Gj  —  G^  [t,  0]  u.  s.  w,  entwickelt  werden  können. 

Die  Functionen  (4)  reduciren  sich  aber  im  rorliegenden  Falle 
auf  GonBt&nten,  mit  Ausnahme  von  lf{l,0),  welche  FunctioD  den 
Werth 

lf(t,  0)  =  n,l  +  Cf 

hat  Die  Grössen  £^{t,  0),  G^[t,  0)  u.  s.  w.  sind  in  der  That  nichts 
anderes,  als  die  zur  Zeit  1=0  oeculirendeo  Elemente  der  Planeten. 
Die  StörnngsfuDction  und  ihre  Ableitungen  nach  den  Elementen 
sind  aber  analytische  Functionen  der  Elemente,  die  f&r  beliebige 
Werthe 

nach  positiven  Potenzen  von  L^  —  i,'*,  ff,  —  6f  u.  s.  w.  —  unter 
Yoranssetzung,  dass  diese  ärOssen  hinreichend  klein  gewählt  werden 
—  entwickelt  werden  können,  welche  Reihen  für  alle  reellen  Werthe 
der  Zeit  convergiren,  wenn  nur  die  durch  (5)  bestimmten  Kegel- 
schnitte sich  nicht  gegenseitig  schneiden. 

Ee  genügt,  um  dies  zu  beweisen,  das  folgende  einfache  Problem 
zu  betrachten.    Es  sei  die  Aufgabe  gestellt,  die  Function 


wo  a  <  1  ist,  im  Punkte  1=1^  nach  Potenzen  von  l  —  l^  zn  ent- 
wickeln.    Es  wird  behauptet,    dass    diese  Entwickelnng  in  einer 
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endlichea  TTmgebmig  too  1—Iq  convergirt  und  zwar  für  alle  reellen 
Werthe  Ton  l^.    Setze 

dann  ist 

008  /  s=  cos  i^,  coB  I  —  sin /j  Bin  { 

=>  COB^  —  2coa^8in'-^|  —  sin^sing, 
und  also 

(6)  y(i)  _  [1  +  «■  -  2«co.U-V.(l  +  h^.hi^jsh)"''"' 

wo 

/=:  2«(2coB/g8in>i|  + sin^dnl) 
ist 

Die  rechte  Seite  tod  (6)  kann  aber  nach  Potenzen  von  f  ent- 
wickelt werden,  wenn 

|/-|<1+««_2«cobJ; 

ist,  oder  da  «  <  1  angenommen  worden  ist,  wenn 

m  i/K  (!-«)' 

ist,  was  fOr  einen  Werth  ^  aach  habe. 

Die  äleichnng  (7)  ist  aber  erfUUt,  wenn 

(!•)  2|™'H|  +  |sm||<ajL!ä! 

iit 

lat  diese  Bediagiug  erfOUt,  erhalten  wir  also 

(8)  r[l)-A,  +  Ä,f  +  J,r  +  -.: 

wo  Aq,  Ai,  A^  Fanctionen  von  i^  sind.  Diese  Beihe  convergirt 
gleichf&rmig  fltr  alle  Werthe  tod  |,  welche  dem  Bereich  (7*)  ai^e- 
bSren,  nnd  zwar  fOr  alle  reellen  Werthe  von  t^.  Wir  nehnea  an, 
dass  (7*)  för  alle  |  erfüllt  ist,  welche  die  Ungleichheit 

(8)  II  l<  P 

be&iedigen,  wo  g  eine'  endliche  Zahl  bezeichnet 
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Die  Bellte  (8)  conTetgirt  dann  gleichförmig  im  Q«biete  (9). 

Man  ist  aber  /  eine  holomorphe  Ftmctdou  Ton  |,  die,  für  alle 
WerÜie  TOii  l^,  in  eine  beständig  conTergireade  Reihe  nach 
Potenzen  von  §  entwickelt  werden  kann.  Folglich  kann  nach  dem 
Theorem  von  Wezebsibabs  (in  ,^ar  Fnnctionenlehre")  die  rechte 
Seite  von  (8)  in  eine  Reihe  nach  Potenzen  von  |  umgeformt  werden^ 
die  im  Gebiete  (9)  conToi^irt,  und  zwar  für  alle  reellen  Werthe 
Ton  lg.  Man  könnte  aber  offenbar  nicht  diesen  Schlnss  ziehen, 
wenn  für  einen  bestimmten  reellen  Werth  von  /^  die  QröBse 
1  +  a*  —  2acoBl^  gleich  Null  werden  könnte. 

Nach  dem  Obigen  und  nach  den  AnBoinandersetzongen  in 
IX  §  7  gestaltet  sich  also  die  Ckinvergenz  der  Reihen  (1],  welche 
die  Coordinaten  im  Problem  der  n-Eörper  ausdrüdceo,  in  folgender 
Weise ; 

Bs  sei  eine  beliebige  reelle  Zahl  T  gageben;  dann  lättt  sich  immer 
eine  endliche,  positive  Grösse  R  finden  der  Art,  dais  die  Coordinaten 
im  Problem  der  n-Korper  sich  für  alle  \  (i  \  <.  £  nach  Potenzen  von 
ff  entaäckelt  werden  können,  und  zwar  convergiren  diese  Meihen  für 
alle  Werthe  der  Zeit,  t,  welche  dem  Gebiete 

angehören. 

Die  Qrösse  T  kann  beliebig  hoch  gewählt  werden.  Man  muss 
indessen  hier  zwei  mögliche  Fälle  unterscheiden.  Der  Werth  des 
CooTergenzradinB  kann  entweder  von  T  abhängig  sein,  oder  ist  ftir 
alle  T  gleich.  Die  PomoAnEi'sche  Hilfsfunction  in  IX  §  6  führt  zu 
einer  Integralfunction,  die  nach  Potenzen  von  ft  entwickelt  werden 
kann,  und  der  ConTergeuzradioa  dieser  Entwickelnng  ist  von  T 
abhängt,  imd  gebt  gegen  Null,  wenn  T  ins  Unendliche  wächst 

Nach  der  im  genannten  Paragraphen  gefolgten  Methode  kann 
man  nicht  beweisen,  dass  der  Convergenzradias  der  Eutwickelnng 
des  Integrals  einer  gegebenen  Differentialgleichong  grösser  ist  als 
der  entsprechende  Convergenzradiua  der  Hilfsintegralfunction.  £)s 
kann  aber  vorkommen,  dass  der  wahre  Convergenzradiua  einen  viel 
grösseren  Werth  hat,  und  im  Besonderen  kommt  es  vor,  dass  der 
Convergenzradius  bei  der  Eutwickelnng  des  Integrals  einer  gegebenen 
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DiffereDtialgleicbnng,  nach  Potonzea  eines  ParameterB  fi,  toq  T 
utudtkängig  ist.  Die  Sache  könnte  etwa  durch  Aufeuchimg  einer 
anderen  Hilfsfimction  erledigt  werden. 

Welcher  von  diesen  Fällen  (ob  R  von  T  abhängt  oder  nicht) 
bei  den  Differentialgleichiingen  för  das  Problem  der  n- Körper 
wirklich  vorkommt,  fordert  eine  besondere  üntersachung.  ¥a 
scheint  mir  aber  wahracbeinlich ,  dass  hier  R  nicht  von  T  ab- 
hängig ist 

Die  practiscben  Schlossfolgeningen  fttr  die  StÖningstheorie  ist 
in  den  beiden  Fällen  sehr  verschieden.  Ist  R  von  T  abhängig, 
dann  lässt  sich,  bei  gegebenen  Massen,  mit  Hilfe  von  Entwickelungen 
nach  Potenzen  der  Massen  die  ÖOlti^eitsdaiier  der  Elntwickelungen 
nicht  über  eine  gewisse  Zeit  treiben.  Ist  diese  Maximalzeit  erreicht, 
so  lassen  sich  die  Resultate  nicht  anf  längere  Zeit  ansdehnen,  auch 
wenn  man  Störungen  von  noch  so  hoher  Ordnung  in  Betracht  zieht 

Ist  andererseits  R  von  T  unabhängig,  so  convergireu  die  Reiben 
für  unbeschränkte  Zeit,  so  oft  p  <  .£  ist  Man  kann  dann  mittelst 
der  Störungsformeln  die  Coordinaten  fUr  beliebig  hohe  Werthe  der 
Zeit  berechnen.  Die  Reihen  leiden  aber  in  diesem  Fall  an  einem 
anderen  Übelstand,  der  ihre  practiscbe  Verwendung  beschränkt. 
Um  je  höhere  Zeit  die  Reihen  benutzt  werden  eoUen,  desto  mehr 
Glieder  müssen  in  den  Entwickelungen  mitgenommen  werden,  um 
eine  bestimmte  Genauigkeit  zu  erreichen,  desto  höherer  Ordnung 
mflssen  die  zu  berückBichtigenden  Störungen  sein.  Die  Reiben  sind 
fUr  alle  Werthe  der  Zeit  convergent,  aber  die  Gonvergenz  wird  mit 
wachsendem  Werth  von  t  verzögert. 

In  beiden  f^Uen  —  sei  es,  dass  Ä  von  T  abhängig  ist  oder 
nicht  —  lässt  sieb  indessen  ein  wichtiger  Schluss  ziehen:  Die 
Entwickelungen  der  Coordinaten  im  Problem  der  n-Eörper  nach 
Potenzen  der  Massen  gehören  nicht  zu  den  hatbconvergenten  Reihen. 
Befindet  man  sich  nur  innerhalb  des  Gebietet  der  Convergenz,  ist  es 
sowohl  berechtigt  wie  nützlich,  Störungen  höherer  Ordnung  in  Betracht 
zu  liehen,  um  genauere  Resultate  zu  erkalten.  Je  höherer  Ordnung 
die  berucheicktigten  Störungen,  sind,  desto  genauer  ist  das  Resultat 

Die  numerische  Anwendung  dieser  Betrachtungen  auf  das 
Planetensystem   ist   mit    nicht    kleinen   Schwierigkeiten   verbunden. 
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Die  Methoden  des  GAlTCHY'schea  EkistenztheoremB  geben  im  Allge- 
meinen allzu  kleine  Werthe  für  den  CoDTergenzrsdias.  Sie  werden 
vielleicht  doch  genügen,  um  den  Beweis  führen  zu  können,  d&ss  die 
Entwickelongen  nach  Potenzen  der  thateächlich  Yorhandenen  Massen 
im  Planetensystem  fUr  einen  nicht  zn  onbedentenden  Zeitraom 
convei^ent  bleiben.  E^  ist  aber  wahracheinlich  m<^t  unm5glich, 
bessere  Hil&funcüoneD  aufzusuchen,  die  es  erlauben,  den  Conver- 
genzbereicb  schärfer  zu  bestimmen. 


§  5.   Convwgenz  der  Reihen  In  der  Störungstheorie. 

In  IX  §  9  wurde  gezeigt,  dass  die  ESntwickelong  der  Störungs- 
functioD  in  der  Form 

(1)  F=-2AY,oon(a  +  iW  +jg  +//) 

geschrieben  werden  kann,  wo  >',  t",  j,  f  alle  ganzen,  poeitiTen  und 
negatiTen,  Zahlenwerthe  annehmen.  Hier  bedeuten  g  nnd  /  die 
Winkelabstände  der  Perihelien  von  der  gemeinsamen  Enotenlinie 
der  Planetenbahnen  auf  der  unveAnderlichen  Ebene,  und  /  und  f 
sind  die  mittleren  Anomalien  der  Planeten,  also  von  der  Form 

l  =  nt  +  c,      /'  =  «'(  +  «'. 

In  Bezug  auf  die  Coefficienten  A'^^  wissen  wir,  dass  sie  ana- 
lytische Functionen  der  Excentricitäten ,  «  und  e',  und  der  gegen- 
seitigen Neigung  J  der  Planetenbahnen  sind,  welche  in  der  Um- 
gebung, von  e  =  e'  =  /=0  nach  positiven  Potenzen  von  e,  e'  und 
J  entwickelt  werden  können,  wobei  die  CoefBcienteu  Functionen 
der  halben  grossen  Achsen,  a  und  o',  der  Planetenbahnen  sind. 

Die  Reihe 

(2)  'E\<\ 

convergirt  in  einem  Bereich  —  B  —  für  a,  a',  e,  e  und  J. 

In  Bezug  auf  die  Entwickelung  der  Coefficienten  A  ist  eine 
wichtige  Eigenschaft  zu  bemerken,  dass  nämUch  in  der  Entwickelung 
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(3*)  Ä^,,  =2««''«''''^ 

immer  die  Ungleichheit 

(3)  P  +  g  +  rS\\il-\i-\\ 

erf&llt  ist. 

Wird  nim  imter  H  ein  beliebiges  Element  verstaDden,  so  gilt 
fOr  dasselbe  die  Bifferentialgleichaiig 

wo  Ji.j,  =jg  +/?"  oder  B^^  =jg  +//  +  90"  ist 

Die  Coefiicienten  B  haben  hier  wesentlich  dieselben  Eigen- 
schaften wie  die  Coefficienten  Ä  in  der  Elntwickelnng  der  Stömngs- 
fuQCtion. 

In  der  StSrungstheorie  werden  (vergL  VI  §  4],  nm  die  Störangen 
der  ersten  Ordnnng  zn  erbalten,  die  Elemente  y,  g,  a,  d,  e,  e',  3 
in  der  rechten  Seite  von  (4)  als  unveriLnderlicbe  Grössen  betrachtet, 
und  nian  erhält  nach  der  Integration 

(4*)  E  =  ^  __lL^8in{.7+  .'/'  +  B^^)  +  (7(+^,. 

Es  handelt  sieb  darum,  die  Convergenzverhältnisse  der  in 
diesem  Ausdruck  auf  der  rechten  Seite  Torkommenden  Summe  zu 
untersuchen. 

In  Bezug  auf  diese  Summe  ist  zuerst  zu  bemerken,  dass  alle 
solche  Glieder,  fUr  welche  t  und  t"  dasselbe  Vorzeichen  besitzen, 
ans  der  Summe  aasgeschieden  werden  können.  Da  nämlich  fßr 
solche  Glieder  der  Divisor  |in  +  i'n|  eine  endliche  untere  Grenze 
besitzt,  so  bildet  die  Summe  aller  solchen  Glieder  eine  Reihe,  die 
innerhalb  des  Bereiches  £  convergent  ist 

In  Folge  der  Ui^leichheit  (3)  können  wir  die  Aa%abe  noch 
etwas  vereinfachen.  Wir  können  nämlich  B'^^^,  auf  das  grösste  Glied 
in  der  Entwickelung  dieses  CoefQcienten  —  welche  Entwickelung 
von  der  Form  (3*)  ist  —  rednciren,  und  indem  wir  eine  Grösse  x 
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einfuhr«!),  welche  gleich  der  gr&ssten  der  —  zwischen  Noll  and 
der  Einheit  gelegenen  —  GrSaaen  e,  /  nnd  /  ist,  so  werden  wir 
auf  die  Betrschtang  einer  Reihe  von  der  Form 

m  ^^Bmlil-fl'  +  Sl 

geführt,  wo 

(  •',"■'-1,  2,  3,  ... 

(61 

und  V  gleich  dem  VerhältnisB  zwischen  n'  nnd  n  ist 

Wäre  »  eine  rationale  Zahl,  eo  würde  ein  Glied  in  (5)  inuner 
unendlich  werden,  aber  auch,  wenn  v  irrational  ist,  so  kQunen  die 
Zahlen  i  und  i'  offenbar  solche  Werthe  annehmen,  dass  der  Nenner 
t  —  i"  r  einen  heliebig  kleinen  Werth  annimmt  Hieraus  entstehen 
die  grossen  Schwierigkeiten  bei  diesen  ConTergenznntersuchungeD. 

Die  ratvmaim  Werthe  von  r  können  aus  der  Betrachtang  aus- 
geschlossen werden,  wenigstens  wenn  es  sich  tun  die  rein  stömngs- 
theoretischen  Reihen  handelt  Die  Werthe  von  i  nnd  t',  die  so 
beschaffen  sind,  dass  die  Gleichung  i—i'v  =  0  ganan  eriMt  ist, 
geben  nämlich  zu  tecularen  Gliedern  Veranlassung,  und  diese  Glieder 
sind  im  Goef&cienten  C  (4*)  enthalten. 

Wir  nehmen  also  an,  dass  v  eine  irraäottale  Zahl  bezeichnet, 
nnd  es  ist  immer  erlaubt,  sie  kleiner  als  die  Elinheit  za  betrachten. 

In  der  Summe  (5)  sind  die  Factoren  sin  (il—i'l'+JJff  nicht  ohne 
Einäuse  auf  die  CouTergenzfrage,  wie  im  nächsten  Paragraphen 
näher  untersucht  werden  soll.    Wir  werden  indessen  zuerst  die  Reihe 


■=\i-C\ 


ist}  betrachten,  und  gehen,  nach  dem  Obigen,  von  der  Voraussetzung 
aus,  dasB  die  Summe 
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absolut  conTergent  ist  und  einen  endlichen  GooTergenzradius  {<  1) 
besitzt. 

Es  ezistirt  aber  diese  Eeihe  (6)  ein  'nieorem,  das  zu  den 
wichtigsten  Entdeckungen  in  der  StSruugstbeorie  gehört,  und  das 
ein  neues  und  ganz  unerwartetes  Licht  auf  die  Couvergenzrer- 
hältnisse  der  bei  der  Behandlung  des  Problems  der  drei  KSrper 
auftretenden  Reihen  geworfen  hat  Dieses  intaressante  Theorem  ist 
von  Bbüms  in  einem  Aufsätze  vom  Jahre  1884  (Astr.  Nachrichten 
Bd.  109]  gegeben  worden  und  lautet  folgendermassen : 

Et  sei  eine  beliebige  reelle  Grosse  v^  gegeben  und  e»  bedevte  3 
eine  positive  oder  negative  Zahl.  Dana  giebi  es  zinschen  v  =  v^  und 
V  =  v^-\-  d,  loie  klein  S  auch  geteähit  werden  mag,  eine  unendliche 
Zahl  von  Werthen  von  v,  für  toeldie  die  Seihe  (6)  convergirt,  und 
ebenfails  in  demselben  Gebiete  eine  unendliche  Zahl  von  Werthen  von 
V,  für  welche  die  Reihe  divergirt 

Bezeichnen  wir  solche  Werthe  vori  *,  fUr  welche  S  convergirt, 
als  Convergertzslellen,  und  solche  Werthe,  f^  welche  S  divergirt,  als 
Dioergenzeteüen,  so  sagt  also  das  Theorem  von  Bbitnb  aus,  dass  die 
CoKvergenzsteÜen  und  die  Divergenzstelien  überall  dichte  Meißen  bilden 
(im  ganzen  reellen  Gebiete  &a  v). 

Es  genügt  offenbar  zu  beweisen,  dasa  es  im  genannten  Gebiete 
einen  Wertb  giebt,  fUr  welchen  die  Beihe  convei^rt,  and  einen,  f&r 
welchen  sie  divergirt  Ist  dies  bewiesen,  so  folgt  als  Corollarium, 
dass  unendlich  viele  derartige  Werthe  existiren. 

Die  Ileihe  S  [6]  convergirt,  wenn  v  die  Woizel  einer  irredu- 
dblen  algebraischen  Gleichung  ist  mit  ganzzahligen  Goef&cienten 
(und  ohne  rationale  Wurzeln).    Es  sei 

(8)  e„ »-  +  ff,  »•- 1  +  . .  .  G,  =  0 

eine  solche  Gleichung,  vo  G^,  G^,  . . , ,  G^  ganze  Zahlen  bezeichnen. 

Die  Wurzeln  dieser  Gleichung,  attaser  v,  seien  v,,  y,,  . . .,  %, 

und  der  Symmetrie  wegen  schreiben  wir  f&r  v  auch  *,.    Im  Glied 
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multiplicire  man  Zähler  and  Nenn«r  mit  dem  Produkte 

c.(.--.-.,)(i-.-.,)...(.--.-.j, 

dann  ist 

Die  rechte  Seite  dieser  Öleichung  ist  nie  Null,  da  (8)  keine 
rationale  Wurzel  besitzt,  und  ist  andererseits  offenbar  immer  eine 
ganze  Zahl,  ist  also  immer  nändetteni  gleich  der  £inAeü.  Wir  be- 
zeichnen diesen  Nenner  mit  N,^.    Schreiben  wir  weiter 

wo  H^,  ^,,  . . .,  H^-i  gewisse,  tob  i  ond  i"  unabhängige  Zahlen 
bezeichnen,  so  wird  die  Snmme  8  ia  m  Beiben  getrennt,  welche 
Anuntlich  die  Form 

(9)  H,: 


Äii. 


haben^  und  hier  ist  nun  r^\i—i'\,    |  J^^^  [  ^  1 . 

Ziehen  wir  in  Betracht,  daas  hier  dut  solche  Werthe  ron 
I  und  j"  mitgenommen  zq  werden  braachen,  fUr  welche  die  Divisoren 
I  —  i"  V  einen  kleinen  Werth  s  nicht  übersteigen,  so  ist  ersichtlich, 
dass  (9)  gleichzeitig  mit  (7)  convergiren  mnss.  Die  Reihe  8  ist  also 
conrei^nt,  so  oft  v  eine  Gleichung  von  der  Form  (8)  be&iedigt 

Die  Zahlen,  welche  einer  algebraischen  Oleichnng  mit  ganz- 
sahligen  Coe£ficienten  genfigen ,  sind  aber  (man  vergleiche  das 
Beispiel  unten)  in  der  Zahlenreihe  flberall  dicht  vertheilt,  nnd 
hiermit  ist  der  erste  Tbeil  des  BBUHs'schen  Satzes  bewiesen. 
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Dus  es  sicli  in  ähnlicher  Wedse  mit  den  DirergenzetelleD  rerhält, 
beweist  Bairas  in  folgender  Weise: 

Wir  nehmen  an,  das»  v  durch  eine  Beihe  der  folgenden  Form 
dargestellt  ist 

(10) 


wo  die  >,  je  nach  Bedarf  die  Zahl  + 1  oder  —  1  bedeuten,  und 
A,,  A,,  Ag,  . . .  ganze  Zahlen  sind,  welche  der  Ungleichheit 

(11)  Aa+iS2A,-l,      A,^2 

genügen. 

Die  Zahlen  k^  mSgen  sonst  in  beliebiger  Weise  gewählt  werden. 

Die  Zahlen  t  und  t'  in  (6)  können  beliebige  (positive)  Zahlen- 
werthe  annehmen.  Man  betrachte  die  Reihen  von  Werthen  von 
t  and  i',  welche  nach  dem  folgenden  Glesetz  gebildet  Bind: 


(12) 


=  ^-, 

wo 

£^  =  Ä,A,...A, 

ist  Wir  bemerken,  dasa  die  somit  erhaltenen  Werthe  Ton  i  und  i' 
ganze ,  positive  Zahlen  sind.  Hieraus  erhält  man ,  da  y  in 
der  Form 

geschrieben  werden  kann, 

und  in  Betracht  der  Ungleichheit  (11)  genügt  es,  ffir  hinreichend 
grosse  Werthe    von    a   diesen  Ausdruck  anf  das  erste  Glied  zu 
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rednciren.  Statt  (6)  erhalteo  wir  also,  wenn  nur  diejenigen  Glieder, 
welclie  den  Werthen  (12)  fUr  i  und  i"  entsprechen,  in  Betracht  ge- 
zogen werden,  die  Summe 

(13)  5'  =  2*-+i  I  ^f  I  ä^- 

Die  Zahlen  ka  können  aber  rSUig  wiUktlrlich  gewfihlt  werden, 
wenn  nur  die  Un^eichheit  (11)  erftlUt  ist  Werden  sie  so  gewählt, 
dass  tut  alle  ti 

ist,  so  findet  man,  dass  [13}  dioergirt,  einen  wie  kleinen  Wertii  x 
ancb  haben  mag. 

Das  Bildongsgesetz  (10]  fOr  v  zeigt  unmittelbar,  daas  die  so 
bestimmten  Divergenzstellen  eine  überall  dichte  Zahlenmenge  bilden. 
Man  braucht  in  der  That  nur  die  Zeichen  der  Terschiedenen  t^  zn 
verändern,  nm  dies  zu  beweisen. 

Da  man  zum  Ansdmck  (10)  fOr  v  eine  beliebige  rationale  Zahl 
hinzufügen  kann,  ohne  daes  die  obigen  Betrachtongen  eine  Ver- 
änderung erleiden,  so  findet  man  also,  daas  die  Divergenzstellen  in 
der  ganzen  Zahlenreihe  Überall  dicht  vertheilt  sind.  Man  kann  in 
jedem  noch  so  kleinen  Intervalle  der  reellen  Zahlen  beliebig  viele 
solcher  Irrationalitäten  aufstellen,  fUr  welche  die  Reihe  (6)  sicher 
divergirt 

Beiepiel  1.    Wir  nehmen  ut,  dass  y  =  \: Y^  ist,  «o  dau 

(16)  6  !•»  -  1  =  0 

ist;  eine  Oldolung,  welche  die  Fonn  (B)  hat.  Die  Beihe  (6)  mon  dann  con- 
vergiren.    In  der  Hiat  hat  man  Met 

„      _  \hK,un'{i  +  i-y)   \ 
^eichaeitig  mit  (7)  oonre^ent  iat 
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Beispiel  8.  £b  wiid  yerUngt  eine  DiTergenxstelle  an&nunchen,  die 
Ton  der  CoDTeigenzetelle  dea  vorigen  Beispiel«  weniger  als  »nf  1:1000000 
abwächt    Die  GoefGcienten  JT«,  werden  afimmtlich  gleich  der  Einheit  gesetzt 

Zn  dem  Zweck  wird  » •■  I :  VK  nach  dem  BsunB'schen  Algorithmns  en^ 
wickelt    Wir  erhalten  nach  einander: 


2»   - 

- 

-  0.10558  -  - 

*!. 

9,,  - 

- 

-  0.04978 -- 

'i. 

20r, - 

- 

-  0.0OMO  -  - 

'.> 

287,,- 

- 

-  0.00120  -  - 

'., 

888  »t- 
1 

" 

-  0.0OM0  =  - 
1 

1 

8-9        2-9-20         29  20-227         2-B-20-227.B 


£e  irt  also  in  diesem  F«Ue  A,  -  2,  A,  =>  9,  A,  =  20,  A,  =  227,  A,  =  808. 
Wollen  wir  eine  Divergeniitelle  der  verlangten  Art  erhalten,  »o  beetimmen  wir 
eine  instioiiale  Zahl  A  der  Art,  dan  die  vier  ersten  Glieder  mit  den  ent- 
sprechenden Gliedern  in  r  übereinetimmen,  lassen  aber  die  Giöeaen  Ji^,  k, 
n.  9.  w.  noch  nnbestinunt    Wir  erhalten  somit 


2-9        2-9-20         2-9-20-227  2-9-20-227-)^ 


2-9-20-227-;^-A, 

Die  A,,  1^  n.  e.  w.  werden  nnn  ao  beetiiunit,   daae  man  nach  (12)  nnd 
setit: 

Mt-  B-9-20-227  -  81720, 

t.  -  a  1-^ ^  +  —^ ~ 1  -  38546, 

*       ^V2         2-9   ^   2-9-20         2-9-20-227/ 

.-«  =  fii  , 

r,~\ü-ü'\-4bni. 


A,  -  4"'». 
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Wetter  bekommt  man 


i;-  2-9-20-Za7-4""' 


^2         2-9         2-9-20         2-9. 20-227 


2-9-20-227-4*"" 


t",  -  a-9.20-2a74""*, 

Die  Reihe  (13)  Untet 

S'  =  ...  +  4"'"x*""+(S»)*''"*+... 

lind  divergirt,  was  fOr  einen  Werth  x  anch  hat. 

Indem  man  die  Zeichen  von  «,,  e^  u.  a.  w.  wechselt,  erhält  man  eine  be- 
liebige Ancahl  von  Dirergenzatellen,  die  sich  auf  weniger  als  1:68000000  von 
r  m  i:Y^  nnterecheiden. 

Alan  kSniite,  nachdem  diese  eigeuthUmlichen  ConTergenz- 
Terhältuisse  der  Beihe  (6)  erwiesen  worden  sind,  die  Frage  aof- 
stellen ,  ob  überhaupt  die  dnrcb  die  Stönmgstheorie  erhaltenen 
Reihen  einen  wirklichen  mathematischen  Sinn  haben.  Wollte  man, 
am  einen  solchen  zu  erzwingen,  die  mittleren  Bewegungen  —  and 
somit  anch  v  —  anf  solche  Werthe  beschränken,  für  welche  die 
Reihe  (6)  conver^rt,  so  wOrde  man  zwar  in  der  Praxis  in  dieser 
Weise  beliebig  grosse  Annäherung  erhalten  können,  da  die  Con- 
vergenzstellen  eine  überall  dichte  Menge  bilden.  Man  würde  aber 
in  dieser  Weise  nur  die  Schwierigkeit  verschoben  und  nicht  über- 
wunden haben.  Wir  wissen  nämlich  —  nach  dem  CAüCHT-FoiNOABfi'- 
echen  Ekistenztheorem  — ,  dass  die  Coordinaten  im  Drei-ESrper- 
problem  analytische  Functionen  der  Integrationsconstanten  sind,  und 
man  könnte  kaum  erklären,  wie  eine  Lösang  der  DifTerential- 
gleichangen,  welcher  diese  Eigenschaft  fehlt,  zu  einer  Bestimmung 
der  Integrationscon stauten  aus  den  Beobachtungen  benutzt  werden 
könnte. 

Bevor  ich  zur  Lösung  dieser  Schwierigkeiten  übergehe,  will 
ich  einen  interessanten,  von  GxldAn  gemachten  Versuch  auseinander- 
setzen, durch  den  er  .so  zn  sagen  die  Spitze  der  Schwierigkeiten 
abbrechen  will. 
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StiiD£n  sacht  nftuilich  zn  beweisen,  dasB,  obgleich  die  Gon- 
vergenz-  und  die  DirergenzsteUen  überall  dicht  vertheilt  sind,  die 
Wtüirtcheiidickkeit  einer  Dtoergenz  doch  mundHch  klein  itt. 

Er  stützt  Bich  hierbei  auf  einen  merkwQrdigen,  von  ihm  ge- 
fandeneu  mathematiechen  Satz,  den  ich  zuerst  ableiten  will,  wobei 
ich  mich  indessen  auf  das  fEir  die  astronomische  Frage  Nothwendige 
beschränke. 

Die  Untersachungen  Gtld£m'8  Über  diese  Frage  sind  in  zwei 
schwedisch  geschriebenen  Abhandlongen  in  „Ofrersigt  af  Eongl. 
Yeteaskaps-Äkademiens  Förhandlingar"  1888  enthalten,  von  welchen 
er  ein  kurzes  Referat  in  den  „Comptes  Rendus"  der  Pariser  Academie 
vom  Jahre  1888  gegeben  hat.  Diese  Untersuchungen  sind  später 
von  Bbod£n  (Meddelanden  frän  Lunds  Observatorium  Nr.  11,  1900) 
und  WiMAH  (in  „Öfversigt  etc."  1900,  Nr.  7)  ergänzt  mid  vertieft 
worden. 

Es  sei  V  eine  gegebene,  zwischen  0  und  1  gelegene,  irrationale 
Zahl,'  für  welche  die  Eettenbrnchentwickelung 

gültig  ist,  und  wo  Oj,  o,,  a^,  ...  positive  Zahlen  bezeichnen,  deren 
Werthe  mit  v  eindeutig  bestimmt  sind. 

Die  Zahl  v  hat  einen  beliebigen  Werth  zwischen  0  und  1,  so 
dasB  alle  Theilstrecken  von  derselben  Länge  im  genannten  Interralle 
als  gleichberechtigt  betrachtet  werden  sollen.  Wir  nehmen  also  als 
gleich  wahraeheiiilich  an,  dass  v  zwischen  v,  und  v,  +  Sv^  oder 
zwischen  «,  und  v^  +  ^  v,  fällt,  wenn  v^  and  v,  beliebige  Werthe 
zwischen  0  und  1  haben,  und  äv^  =  Sv^  ist 

Es  lässt  sich  dann  die  folgende  Aufgabe  aufstellen  and  bean^ 
Worten:  JFenn  die  ZaJden  a^,  a^,  .  .  .,  a_  im  Kettenbruch  gegeben 
find,  welches  ist  1)  die  WahrteheinUchkeit  P^  ^ ,  dass  die  nächstfolgende 


>  Fflr   den  hier  abgeleiteten  mathematieeheH  S&tc  Ist  nicht  Dothwendig, 
dmu  die  rationalen  v-Werthe  aiugeachlosaen  werden. 
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814  Gonverganx  der  Beilien  in  der  Mee/tamk  dee  Himmele. 

Zahl  a.4.1  einen  H^erth  k  (mamaU  {k  eine  ganze  Zahl],  toelche»  iet 
2)  die  »ahrtcheinliehkeit  W^t,  daae  0.^1  ^A  üt 

Um  die  Frage  klar  za  legen,  fangen  wir  mit  einem  einfiAchen 
Beiepiel  an. 

Es  sei  eine  Belation 

(")  .     y--^ 


zwischen  den  beiden  Grössen  x  and  y  gegeben. 

Hier  kann  x  alle  reellen  Werthe  —  abo  nicht  nur  die  ganzen 
Zahlenwerthe  —  zwischen  1  und  00  annehmen  und  fOr  y  sind  alle 
Werthe  zwischen  '/i  un<l  ^  gleich  wahrscheinlich.  Es  wird  nach 
der  Wahreoheinlichkeit  gefragt^  dasB  x  zwischen  1  and  3  liegt 

Offenbar  wächst  y  conünuirlich  mit  x.  FOr  z  =  1  ist  y  ^^  Yit 
für  a;  —  3  ist  y  —  */«'  '"'^  *^  naxAi  der  YoraassetBoi^  y- Werthe 
zwischen  */,  und  7«  ebenso  wohrscheinhch  sind  wie  y  -  Werthe 
zwischen  */^  und  1,  so  ist  die  Wahrscheinlichkeit,  daas  x  zwischen 
1  and  S  li^  gleich  >/,. 

Gehen  wir  zn  der  allgemeineren  GTLDfiir'schen  Än^be  zorUck, 
so  wollen  wir  zuerst  an  einige  bekannte  Eigenschaften  der  Eetten- 
brachentwickelnng  erinnern.  Wir  bezrächnen  den  Nähemngsbmch 
des  Eettenbmcbes  (16),  die  aus  a^,  a,,  .  . .,  a^  gebildet  ist,  mit 

K.  <H^  ■■■>  "■'■"S'' 

dann  gelten  bekanntlich  die  Relationen 

(18)  r,+i  =  a,+ir„  +  r,_i,       «,+1  =  0,+]», +  »,_i, 


(19) 


wo  r,  =  1,  r,  =  «,,  <j  =  a,,  *,  =  0,  Oj  +  I.. 

Die  gesuchten  Wahrscheinlichkeiten  werden  non  ron  BbodAn  L  c 
in  folgender  Weise  abgeleitet 
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§  5.    Connergtnx,  der  Btiken  in  der  StSrtmgrihtorie.  815 

Ee  Bei  R  eine  bestinunte  Zahl,  tmd  maa  setze  für  o, ,  o, , . . . ,  a^ 
bestimmte  Werthe  Tonas,  nicltt  aber  für  0.4.1,  et^^.^  o.  8.  w.  Dann 
siad  die  möglichen  WerÜte  des  Eettenbmcbes  zwischen  (a,,  Oj, . . .,  aj 
nnd  (oj,  o,,  . . .,  a^,  1)  enthalten,  und  die  erste  oder  zweite  dieser 
C^renzzahlen  ist  die  kleinere,  je  nachdem  n  gerade  oder  ungerade 
ist    Es  ist  somit  c  an  eine  Strecke  von  der  L&nge 

'..-(-irh,  •••.«.,  i)-(o, »ji 

gebunden.    Nach  (Iß)  and  (18)  findet  man  hierfür  den  Aosdmck 

(19*)  '..--TT—-  .  (.  '+.    r 

•f.  »«+1        •«  {■«  +  »«-l) 

Es  sei  femer  k  eine  ganxe  Zahl  ^1.  Ist  a^^.i'^k,  wobei 
'(■ta  >  <ists )  •  •  •  beliebige  Werthe  annehmeQ ,  so  moss  der  ent- 
sprechende Werth  von  »  in  die  Strecke 

'.»  =  (-irK.--..'>..  *)-(«! aj 

fallen,  welche  Strecke  nach  (19)  die  ULnge 

hat  Die  Wahrscheinlichkeit,  dass,  bei  gegebenen  o^,  ...,  a_, 
Oa-i-i^'^  ist,  wird  durch  den  Quotienten  von  l^^  and  /^,  aoa- 
gedrflckt  und  setzen  wir 

(20)  ^-  =  "^' 

80  ist  also  diese  Wahrecheinlichkeit  W^^  gleich 

Pl)  ''■•-TTT.-' 


'  Bei  OttisAm  hkt  noli  bei  der  Ableitung  dieser  WaluBcbänUchkeit  e 
Becbenfahler  eingeechlicben,  der  von  BKOnfiK  corrigirt  worden  ist 
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316  Convergmux,  der  Beihan  m  der  Meehamk  de»  Bimmel». 

Je  grösser  k  ist,  desto  kleiner  ist  also  die  Wahrscheinlichkeit, 
dasB  On+i  einen  Werth  hat,  der  gleich  oder  grSBser  als  A  ist  Diese 
Wahrscheinlichkeit  hängt  too  q^  ab.  Indessen  findet  man  ans  (18), 
dass  q  immer  kleiner  als  die  Einheit  ist.  Folglich  mnss  W  in 
den  folgenden  Grenzen  eingeschlossen  sein: 


Die  tfahrscheinlichkeit,  das»  ein  beliebiger  Theünemter  a^  im 
Kettenbrueb,  ganz  abgeteken  von  den  Wertken  der  iArigen  T^ieünenner, 
grSsier  cd»  k  lei,  wird  alto  immer  kleiner  alt  2:  k  »ein, 

(aa*)  r<|. 

Es  ist  dieser  Satz,  den  wir  fEir  das  Folgende  brancheo. 

Uan  kann  aus  (21)  die  Wahrscheinlichkeit  F^^  ableiten,  dass 
Oa^i,  bei  gegebenen  o,,  o,,  .  . .,  a,,  genau  den  Werth  h  annimmt 
Wir  erhalten 


und  für  hinreichend  grosse  Werthe  Ton  k  findet  man,  daas  F, 
bei  beliebigen  Werthen  Ton  a^,  o,,  .,.,  a_,  immer  kleiner  als 
2:h*  ist 

6tu>£n  hat  aus  diesen  Sätzen  verschiedene  interessante  Schluss- 
folgerungen gezogen,  von  denen  ich  nur  den  eigenthümlichen  Satz 
erwähne,  daes,  bei  der  Entwickelnng  einer  beliebig  gewählten  Zahl 
im  Kettenbmch,  der  wahrscheinliche  Werth  eines  Tbeilnenners 
—  a  —  gleich  2  ist,  so  dass  bei  einer  solchen  Entwickelnng 
ebenso  oft  1  als  Nenner  vorkommt,  als  solche  Zahlen,  die  grSsser 
als  2  sind. 

Für  die  aetronondschea  Anwendungen  dieser  Wahrscheinlich- 
keitauntersudiungen    genügt  es ,    den    Satz  (22*)    in    Betracht    zu 
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§  5.    Goiwergmx  der  BeAen  in  der  Störtmgetheorie.  317 

Wir  kehren  nun  zur  Gleichung  (6)  zurück,  wo  wir,  der  Einfach- 
heit halber,  f,,  =  1  setzen.^  Weiter  werden  in  der  Reihe  aur  die- 
jenigen Werthe  von  i  and  i"  in  Betracht  gezogen,  welche  den 
NähenmgBbrflchen  r_:«_  der  Eettenbrncbentwickelimg  tod  v  ent- 
sprechen. Der  entsprechende  Exponent  ron  x  in  (6)  hat  dann,  fElr 
»  <  1 ,  den  Werth  »,  —  r^ ,  und  da  r,  annähernd  den  Werth  » s^ 
hat,  80  können  wir  also  statt  (6)  die  Reihe 

(28)  j/=  21^:^1 


betrachten,  wo  t  eine  Grösse,  die  <  1  ist,  bedentet,  deren  Werth 
annähernd  durch  die  Formel  e  =■  ä'-'  gegeben  wird. 

Nach  einem  bekannten  Satz  aus  der  Theorie  der  Eettenbrflche 
hat  man 

•■  '*»  »»+1  ■«+l«i.+2  ' 

ond  also  ist  genähert 

^  ( -  l>-*-i 

so  dass  wir  mit  einer  Reihe  von  der  Form 

zu  thun  haben.     Setzen  wir  hier,  nach  (18), 
*•+!  =  a»+i  »■  +  ««-1 » 
so  zer&Ut  (23)  in  zwei  Reihen,  V  nnd  V",  von  denen  die  eine 


*  Diea  ist  berechtigt,  da  wir  von  der  YoraiiBaetEaiig  Mugegaitgeii  sind, 
dau  die  Summe  '^KiuJ'  einen  endlichen  ConTeigeiuradiiu  besitzt  Die  obige 
Annahme  bedeutet  nor,  dass  wir  den  Convergenixadias  gleich  der  Einheit 
wShlen. 


.y  Google 


818  Oonvgrgenx  der  Rahen  in  der  Mae/ianik  dee  SSmmeia. 

offeub&r  immer  convergirt    Die  zn  nntersnchende  Eeihe  kutet  somit 

(24)  £^-2<^+i'-«^- 

Aus  dieser  Form  Ulsst  sich  die  UeberaUdichÜieit  der  Conver- 
genz-  und  Divergenzetellen  umnittelbar  beweisen.  Sind  nämlich  die 
Theilnenaer  Oj,  o,,  . .  .,  a_  gegeben,  bo  muss  v  anf  die  Strecke  i^^ 
(19*)  beschränkt  sein.  Werden  nnn  Om+i,  a_+g  u.  b.  w.  so  gewählt, 
dass  sie  sämmtlich  kleiner  als  eine  beliebige  endliche  Zahl  k  sind, 
dann  ist  offenbar  die  Eeibe  U'  convergent,  nnd  diese  Gonrergenz- 
stellen  sind  in  der  genannten  Strecke  überall  dicht  Tertheilt  Äehti- 
liebes  gilt  von  den  Divargenzstellen,  w«m  man  die  Zahl  a^^i  in 
passender  Weise  wählt  (z.  B.  indem  man  o«  +i  ^  <~  *■   setzt). 

Gyu)^  stellt  nun  die  Behauptung  auf,  dass  die  Wahnchein- 
lickkeü  für  die  Divergenz  der  Reihe  (24)  imendlick  klein  itt 

Dieser  Satz,  dessen  Beweis  von  GyloAn  nur  angedeutet  wird, 
wird  Ton  Wimam  1.  c.  abgeleitet.  In  der  folgenden  Darstellung 
habe  ich  diesen  Beweis  zu  vereinfachen  versucht. 

Erstens  findet  man ,  dass  die  Beihe  (24)  gleichzeitig  mit 
der  Reihe 

(25)  t^"  =  2"-+i«^ 

convergirt  oder  divergirt    Wir  betrachten  deswegen  diese  Reihe. 

In  Bezug  auf  die  Convei^enz  einer  Potenzreihe  gilt  indessen 
folgender  Satz. 

Es  sei  eine  Potenzreihe 

(26)  ^^<:r" 

gegeben.    Wenn  dann  fUr  alle  n,  die  grösser  als  n,  sind,  die  Un- 
gleichheiten 
(26*)  \Ä^x*\^\ 

stattfinden,  so  convei^irt  (26)  absolut  filr  alle    |  «  |  <  |  *,  [  . 
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§  5.    Gonnergm»  der  Beihen  in  der  Störungat/uorie.  31& 

Umgekehrt  ist  die  Beihe  nicht  absolnt  couveigeat,  wenn  es 
nicht  möglich  ist  einen  derartigeD  Werth  n^  von  n  zn  finden. 

Wendet  man  dieses  Theorem  auf  die  Stimme  (25)  an,  so  ist  diese 
Beihe  convergeut  fOr  alle  <  <  s, ,  wen^i  von  einem  gewissen  Werth 
n  =  R,  an  und  f&r  alle  grosseren  die  Ungleichheiten 

(27)  a.+i  ^  4r 

stattfinden. 

Welche  Wahrscheinlichkeit  ist  dafOr  vorbanden,  dasa  die 
Gleichungen  (27)  fttr  alle  n  >  Hj  erflUlt  sind? 

Die  Wahrscheinlichkeit,  dass  eine  gewiss«  dieser  Ungleichheiten 
nU/tt  erfüllt  ist,  wird  Dach  (22*]  kleiner  als 

Folglich  ist  die  Wahiscbeinlichkeit,  dass  (27)  &a  ein  gewisses 
n  erfßllt  ist,  grösser  als 

.    1-2«,'- 

und  die  Wahrscheinlichkeit,  dase  sämmtliche  Öleichungen  (27)  be- 
friedigt  sind,  ist  grösser  als  das  Froduct 


11(1 -2  •■••). 


welcher  Ausdruck  aber  fUr  einen  hinreichend  hohen  Werth  von  n^ 
beliebig  nahe  der  Einheit  kommt.  Die  Wahrscheinlichkeit  f&r  die 
Convergenz  der  Beihe  (25)  unterscheidet  sich  also  von  der  Einheit 
um  eine  anendlich  kleine  Grösse. 

Die  Wahrscheinlichkeit  &a  die  Divergenz  der  Beihe  (25),  und 
also  auch  der  Beihe  (23),  ist  somit  unendlich  klein.    W.  z.  b.  w. 

Ueber  die  Bedeutung  des  ÖYLDfiN'schen  Satzes  hat  zwischen 
den  Herren    BbodAk    und  Wihah    ein    theilweise    sehr    lebhafter 
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S20  Oomergenx  der  Bähen  in  der  Mechanik  des  HimmtU. 

MeinuDgsauBtaasch  atatt^efnnden,  ^  der  in  vielen  Beziehungen  tob 
iDteresBe  ist  WnuH  hält  die  Q7U)ItN'8che  Behanptong  in  streagstem 
mathematiBchen  Sinne  aufirecht,  wogegen  tod  Bbod&n  die  Ansidit  ver- 
fochten wird,  daes  der  Wahrecheinlichkeitobegriff  nicht  auf  die  hier 
vorkommenden,  überall  dichten  Zahlmengen  ausgedehnt  werden  dar£ 

Wie  dem  auch  sei,  so  ist  ans  diesen  üntersnchongen  hervor- 
gegangen,  dass  zwischen  den  Divei^nz-  and  den  Gonve^enzstellen 
ein  bestimmter  mengentheoretischer  Unterschied  besteht,  für  welchen 
man ,  nach  meiner  Ansicht ,  ohne  grosse  Missverständnisse  zu 
befürchten,  den  Ausdruck  GyldS^s,  dass  die  Wahrscheinlichkeit 
fQr  die  Divergenz  unendlich  klein  sei,  anwenden  kann,  ob^eich  es 
sehr  mügUch  ist ,  dass  man  hierf^  einen  adäquateren  mathe- 
matischen Ausdruck  finden  könnte.  Unzweifelhaft  ist  auch,  dass 
dieser  Satz  von  grosser  Bedeutung  fQr  gewisse  Probleme  in  der 
Mechanik  des  Himmels  ist;  ich  hoffe,  dass  ich  in  einem  folgenden 
Abschnitt  G^elegenheit  habe,  auf  diese  Frage  zurückzukommen. 

Dagegen  löst  man  nicht  in  dieser  Weise  die  Sohvrierigkeiten, 
welche  das  Theorem  von  Bbdnb  in  Bezug  auf  die  Beihe  (6] 
enthüllt  hat  Auch  wenn  die  Wahrscheinlichkeit  für  die  Divergenz 
noch  so  klein  ist,  so  hindert  dies  nicht,  dass  man,  z.  B.  bei  der 
Bestimmung  der  Werthe  der  Integrationsconstanten,  gezwungen  wird, 
bei  einer  continuirlichen  VeiAndening  der  Anfangszuatände  nach 
einander  eine  anendliche  Zahl  Conveigenz-  und  Divei^enzstellen 
zu  passiren.  Die  Constantenbeatimmung  würde  unter  solchen  Um- 
ständen mathematisch  unverslAndlich  erscheinen,  und  die  ganze 
StÖrungstheorie  würde  auf  einem  trügerischen  Untergrund  aufgebaut 
sein,  Glücklicherweise  lassen  sich  die  betreffenden  Schwierigkeiten 
in  anderer  Weise  beseitigen,  wie  wir  im  nächsten  Paragriq>hen 
näher  auseinandersetzen  wollen. 


'  BBODfN:    Bemerknngen    über    Hengenlekre    und    Wahncheiulichkeits- 

theorie-    UalntA  1901. 
Wtxui:    Bemerkongen  über  eine  von  GTLsiK  aa%eworftoe  WahracheiD- 

lichkeitafirage.    Lund  1901. 
BsoniMr    Nooheimnftl  die  QrLDiR'sclie  WahTSchrinlichkoitsfrage.  HalmS 

leoi. 
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§  6.    Concarffenx  der  Bähen  in  der  Stönmgstkeorie. 


§  6.    Convergenz  der  Reihen  in  der  Störungstheorie.    Fortsetzung. 

Die  Untersnchnngeu  tod  Bbons  beziehen  sich  auf  die  Reibe  (6) 
des  7origea  Paragraphen ,  wogegen  die  Reiben  in  der  Störungs- 
theohe  tbatsäcblicb  von  der  Form  (5)  oder  (4*)  sind.  Nnn  folgt 
zwar  aus  der  Convergenz  der  Reibe  (6),  dass  aocb  (5]  conTergiren 
muss;  es  ist  aber  nicht  notbwendig,  dass  (5)  für  solche  v-Werthe 
divergiren  musB,  welche  den  Divergenzstellen  der  Reihe  (6)  ent- 
sprechen. Eb  Bind  in  der  That  die  trigonometrischen  Factoren  in 
der  Reihe  [4),  welche  bewirken,  dass  das  Integral  dieser  Differential- 
gleichung als  eine  aaalytuche  Fnoction  des  Verhältnisses  v  zwischen 
den  mittleren  Bewegungen  n'  und  n  dargestellt  werden  kann.' 

Indem  wir  bemerken,  dass  die  ärössen  tn  +  i'n',  wo  i  und  i" 
alle  positiven  und  negativen  ganzen  Zablenwerthe  anaehmen,  eine 
altzäklöare  Menge  bilden,  können  wir  die  zu  untersuchende  Diffe- 
rentialgleichung in  der  Form 

schreiben. 

Wird  diese  Gleichnng  zwischen  l^  und  t  integrirt,  so  er- 
halten wir 

(2)  ^-  ^„  =^^^[sin(i,(+  ej  -8in(i,^,  +  GJ] 

wo 

(2^  C=-SJ,cosG, 

ist;  diese  Summe  ist  Über  alle  Glieder  auszudeboen,  fOr  welche 
A,  =  0  ist 


*  Die  hier  gegebenen  BetrachtangeQ  sind  banptaäcblicb  in  ^nem  Anfsats 
des  Verf&Bsera:  „Einige  Bemerknngen  Ober  die  Convergens  der  Beihen  in  der 
StiSrnngstlieorie,"  Aitr.  Nacbr.  2918,  1889,  enthalten. 

Chuubk,   MMituük  dM  HtmoMb.    IL  21 
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322  CcmioergtMx,  dw  ^Üien  in  der  Mechanik  de«  Himmele. 

Es  vird  angenommeD,   wie  im  vorigen  Paragraphen,  daas  die 


absolut  convei^ieDt  iat,  tind  sleo  auch  die  Summe  (2*),  and  es  lässt 
sich  danu  beweisen,  dass  ß  eine  analytische  Function  von  n 
und  n'  ist 

Uaa  hat  in  der  That 

eiD(i.i+ej-sin(i,^,  +  (?J  = 


2co8[A((  +  g+G,jBin|^((-g, 


^  -  -^0  =  J;  ^  <=0B  [I  ((  +  t,]  +  (?,]  sin  ^[t  -  /J . 


Nun  gilt  aber  I^r  alle  reellen  Werthe  tod  X,  und  t—t^  die 
Ungleichheit 

(4)  |»inA(,_y|<||(,_y|. 
SchreibeD  wir  nun 

H  -  fi  -  5'  ^  [sin  (i,(  +  ffj  -  Sil  (J,  (.  +  Cjl 

(5)  '^    »•  L  J 


Ä,s|;  I  2^cosri-((+«  + e,"|siii|((-y| 
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Gonvtrgenx  der  Reihen  in  der  Störungatheorie. 


und  nach  (4)  hat  maD  somit 

(8)  Ä,<('-g2M.  I- 

Nach  der  Voiranssetzung  ist  aber  2'^.  absolut  conTergent; 
wir  köDnen  also,  wenn  eine  beliebig  kleine  Grösse  a  gegebeo  ist, 
iutmer  eine  Zahl  p  finden,  derart,  dass,  f&r  alle  p  >  p', 

i  M.  i< « 

iät    Wir  bekommen  dann 

(7)  S^<[t-t^)a. 

Diese  Gleichung  zeigt,  dass,  fllr  alle  endlichen  reellen  Werthe 
Ton  t,  die  Zi^l  p  immer  so  gewählt  werden  kann,  daas,  für  alle 
p  >  p',  das  Bestglied  in  (5)  einen  beliebig  kleinen  Werth  annimmt. 
Diese  Keihe,  und  also  auch  [2],  ist  somit  für  alle  reellen  \\'erthe 
der  Zeit  conrergent,  und  zwar  absolut  coDTergent,  so  dass  man  die 
Glieder  gegen  ihre  absoluten  Beträge  rertauscben  kann.  Indessen 
kann  der  Werth  des  Restgliedes  von  t  abhängig  sein.  Nach  der 
Terminologie  von  Wetebstrass  (,  Abbandlungen  aus  der  Functionen- 
lehre".  S.  70)  sagt  mau  dann,  dass  die  Reihe  nicht  gleicbmässig 
convergent  ist,  indem  flir  verschiedene  Werthe  von  t  verschiedene 
Werthe  von  p'  gewählt  werden  mttssen,  damit  das  Restglied  unter 
eine  gegebene  Grenze  fällt. 

Die  Untersuchung  von  Bbditb  bezog  sich  auf  die  Reihe 

(6)  2|t| 

und  gab  als  Resultat,  dass  bei  dieser  Reihe  die  Conrei^nz  rem 
Werthe  des  Verhältnisses  —  v  —  zwischen  n'  und  n  abhängig  war, 
und  zwar  stellte  sich  heraus,  dass  die  CouTergenz-  und  die  Diver- 
genzstellen  dabei  aberall  dicht  rertheilt  waren.     Bei  den  in   der 
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StOnmgBtheorie  tbataächlich  TorkommeDden  Beihen,  welche  tod  der 
Form  (2)  sind,  erscheint  dagegea  das  Integral  ala  eine  cootinair- 
liche  ood  analytische  Function  tou  v,  die  DiveigenzsteUeQ  der 
Beihe  (8)  hewirkeu  in  der  That  hier  nur,  dasa  die  Gonvergenz 
nicht  eine  gleicbmässige  wird. 

Beror  wir  zu  den  astronomischen  Schlussfolgemngen  aas  diesem 
Satze  Uber^hen,  will  ich  die  obigen  Betrachtangen  etwas  erweitem. 

Wir  haben  im  Obigen  angenommen,  dasB  die  Differential- 
gleichungen in  der  StCnmgBtheorie  eämmtlich  von  der  Form 

(9)  "-2A»»ft'+ej 

sind,  und  wir  haben  in  VI  §  4  gefondeii,  daae  man  die  Störungen 
immer  aas  solchen  Differentialgleichungen  erhalten  kann.  Indessen 
zeigte  sich  im  genannten  Paragraphen,  dass  in  einigen  Fällen  —  näm- 
lich wenn  es  sich  um  die  Störungen  der  mittleren  Länge  handelte  — 
schon  hei  den  Störungen  der  ersten  Ordnung  in  der  rechten  Seite 
von  (9)  das  Integral  über  eine  unendliche  Beihe  von  derselben 
Form  (9)  Torkommen  kann.  Wir  haben  dann  in  diesem  Falle 
eigentlich  mit  einer  Differentialgleichung  von  der  Form 

(10)  |i-2^.«»»A'+ej 


ZU  thuD,  und  wir  wollen  untersuchen,  wie  die  obigen  Schlosse  dann 
modificirt  werden  mUssen. 

Nach  (2)  bekommen  wir  aus  (10)  zuerst 

+  C(r-«, 
C='SJ,cos6, 


(11) 
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Die  Integration  Ton  (11)  giebt 
(12)         ,.-^A^H,  +  \cif-t,)'  +  i^lf-t,]  +  .„ 

WO 

H,  =  co3(a./  +  G,)  -  C08(i.(„  +  CJ  +  Bin  (i/o  +  G.)  xX.[t-  Q 
ist.    Uan  hat  aber 

welchen  Ansdmck  wir  in  der  Fonn 

S, [sin  [A  {t  +  Q  +  C.]  -  Bin  (i,/,  +  ffjj  J,  (1  -  « 

+  2Bm  [i;(l  +  «+  e.]  {A(,_y  _8i„i((_(jj 
schreiben  können,  oder 

//,  =  -  2coB[-Ji(i+3g  +  ffj8in-^(r-gx  A,(*-<J 
+  2  Bin  [^  (*  +  0  +  g]  {y  C  -  y  -  «n  y  (*  - 1^,))  • 

Es  gelten  indessen  für  alle  reellen  Werthe  von  X,  nnd  t~t^ 
die  folgenden  Ungleichheiten 

|»i«i(l-(j|<|i((-«|, 

I  i(l  -  y  -  siaA(,  -  «  I  <  i  I  VC  -  «■  I  , 

von    denen    die    letztere  aus    der    Potenzentwickelung    der  Sinns- 
Function  abgeleitet  werden  kann.    Folglich  hat  man 
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I  ^.  I  SH  VC-  'J'  I  +  A  I  VC-«'  I . 

and,  wenD  dieser  Wertti  in  (12)  eingefllhrt  wird,  ist 


(13) 


(13*)       s;  s  c  -  «HS  I  -J,  I  +  ('  -  «.J'S  A  I  K  ■<.  I 

Das  KestgUed  kann  also,  für  einen  gegebenen  Wertb  von  t, 
dadurch  beliebig  klein  gemacht  werden,  dass  p  hinreichend  gross 
gewählt  wird.  Die  im  Ausdruck  für  x  vorkommende  Heihe  ist 
also  absolut  convergent,  obgleich  der  WerÜi  des  Kestgliedes  unter 
Umständen  Ton  t  abhängig  sein  kann.  Es  ist  nicht  nothwendig, 
dass  dem  so  ist.     Wenn  nämlich  die  Reihe 


(14) 


cooTergirt,  was  filr  gewisse  »-Werthe  der  Fall  ist  —  wie  im 
Torigen  Paragraphen  bewiesen  wurde  — ,  so  ist  H^'  nicht  von  (  ab- 
hängig. In  jedem  Fall  gilt  indessen  die  Ungleichheit  (13*),  sei  es, 
dasB  die  Reihe  (14)  conrergent  ist,  oder  nicht 

In  der  Formel  (18*)  ist  das  zweite  Olied  im  Allgemeinen  ver- 
schwindend, da  es  sich  hier  hauptsächlich  um  solche  Glieder 
handelt,  bei  denen  die  Grössen  A,  einen  sehr  kleinen  Werth  an- 
nehmen. Wird  die  Reihe  (13)  bei  einem  bestimmten  Glied  ab- 
gebrochen —  wie  es  in  der  Praxis  ja  nothwendigerweise  der  Fall 
sein  muBs  — ,  so  wächst  also  der  Übrig  bleibende  Fehler  propor- 
tional dem  Quadrate  der  Zeitdifferenz. 

Das  Integral  der  Gleichung 
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ist  nach  (2)  von  der  Form 

^=K  +2x1^"" (^•'  +  ÖJ  -  Bin(A.(;  +  GJ] 

tiod  ist  eine  analytieclie  Function  der  Torschiedenen  A,,  die  in  der 
UmgebuTig  von  A,  =  0  nach  positiven  Potenzen  von  A,  entwickelt 
werden  kann.  l£a  folgt  hieraus,  dass  E  auch  eine  analytische 
Function  des  Verhältnisses  von  n'  und  n  ist 

Dies  Integral  wird  im  Allgemeinen  in  der  Form 

geschrieben,  wo  K  eine  Integrationsconstaute  bezeichnet,  und  die 
Convergenzantersuchnngen  werden  an  die  Beihe 

(15)  2x«'''(^.'-^'^J 

geknttpft,  welche  die  von  Bauits  entdeckten  merkwürdigen  Eigen- 
schaften besitzt  Indessen  abergeht  man  dabei  stillschweigend, 
dau  die  IntfffratioTuconitanie  K  telbtt  eins  Hmction  von  Aj,  X,, 
X^,  . .  .  iit,  welche  dieselben  Sinffularitäten  besitzt  wie  die  Heike  (15), 
und  dass  diese  Singularitäten  in  der  That  sich  gegenseitig 
anfheben. 

Aehnliches  gilt  vom  Integral  der  Differentialgleichungen  von 
der  Form  (10). 

Die  nicht  gleicfamässige  Gonvergenz  der  Beihen  in  der  StSmngs- 
theorie  hat  zur  praktischen  Folge ,  daas  man  genöthigt  wird 
desto  mehr  Glieder  in  den  Reihen  mitzunehmen ,  je  länger  die 
Zeiti^ume  sind ,  fOr  welche  diese  Reihen  die  Coordinaten  der 
Planeten  darstellen  sollen.  FrUher  oder  später  werden  die  Rest- 
glieder in  den  Reihen  (5)  und  (13)  sich  merkbar  machen,  und  die 
Ungleichheiten  (6)  and  (13*)  geben   interessante  Äufsehltlsse  über 
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die  Art,  in  welcher  sich  die  Abweichungen  zwischen  Theorie  nnd 
Beobachtung  zeigen  mflssen.  Die  in  (5)  vernachlässigten  Glieder 
wirken,  ai»  ob  ein  der  Zeit  proportionales  Glied  ausser  Acht  gelassen 
worden  ist,  wogegen  in  (13)  der  Fehler  proportional  der  zweiten 
Potenz  der  Zeitdifferenz  wächst. 

Aaf  die  Elementenstörungen  Qbertragen  sagt  dieser  Satz  aus, 
dass  man,  bei  einer  StQmngsrechnung,  folgende  Unterschiede  zwischen 
der  Theorie  und  der  Beobachtung  zu  erwarten  hat: 

Bei  der  halben  grossen  Achse,  der  Excentricität,  der  Neigung,  der 
Perihellänge  und  der  Knotenlänge  werden  Fehler,  welche  proportional 
der  Zeit  wachsen,  zum  Vorschein  kommen.  Diese  Fehler  haben  den 
AuBcbein,  als  ob  die  secnlaren  Glieder  aus  der  Theorie  nicht 
richtig  abgeleitet  sind. 

Bei  der  mittleren  Länge  kann  der  Unterschied  zwischen  Theorie 
und  Beobachtung  proportional  der  zweiten  Potenz  wachsen.  Dieser 
Fehler  tritt  als  eine  seculare  TeräaderuDg  in  der  mittleren  Be- 
wegung auf. 

Es  fehlen  in  der  Geschichte  der  Astronomie  nicht  Beispiele 
70n  solchen  Mängeln  an  üebereinstimmung  zwischen  Beobachtung 
und  Rechnung.  Das  berühmteste  Beispiel  dieser  Art  ist  die  von 
Hallet  1 69S  entdeckte  seculare  Beschleun^fttng  der  Zange  des  Monde», 
die  nach  Hallet  10".2  betrug,  so  dass  es  also,  um  eine  üeberein- 
stimmung  mit  den  Beobachtungen  zu  erhalten,  notbwendig  war, 
ein  Glied 

+  10".2*» 

zu  der  aus  der  Theorie  erhaltenen  Länge  des  Mondes  hinzuzufügen. 

Dies  Glied  hat  also  genau  die  Form,  die  man  erwarten  kSnnte, 
wenn  man  diesen  Unterschied  aus  den  von  der  Theorie  vernach- 
lässigten Gliedern  erklären  wollte,  und  in  der  That  gelang  es 
Laplaoe  1786  ein  von  der  Theorie  bis  dahin  nicht  berücksichtigtes 
Glied  zu  entdecken,  welche  die  HALLEr'sche  Ungleichheit  in  be- 
friedigender Weise  erklärte. 

Yon  solchen  Abweichungen  zwischen  den  Beobachtungen  und 
den   astronomischen  Störungsrechnungen  hat  in  unserer  Zeit  eine 
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UDerklärte  aecolare  Störung  in  der  l^lnge  des  Perihek  des  Merhurt 
zu  nmfasBendeD  DiacussioDen  und  üntersachangeti  Veranlassung  ge- 
geben. Newcohb,  dem  man  die  Tollständ^isten  UntersucbungeD  über 
diese  Frage  verdankt,  findet  („The  Elements  of  the  fonr  inner  planets 
and  the  fandamental  constants  of  astronomy,"  Washington  1895] 
für  die  jährliche  mittlere  Perihelbewegnsg  des  Merhurt  (1850) 
die  Werthe: 

Aas  den  Beobachtungen  +  5".751 , 

„     der  Theorie  +  5".338, 

so  dass  eine  jährliche  Abweichung  von  +  0".413  onerklärt  bleibt, 
die  ungefähr  7.2"/^  des  ganzen  beobachteten  Werthee  beti^,  wo- 
gegen  die  Unsicherheit  der  Beobachtung  sich  auf  0.i4°lf,  belauft. 
Man  bat  zur  Erklärung  dieses  Dmstandes  die  verschiedensten 
Hypothesen  aufgestellt  und  ohne  hinreichenden  Erfolg  geprüft, 
wobei  man  auch  Veranlassung  genommen  hat,  das  NswTON'sche 
Gesetz  gegen  ein  anderes  zu  Tertanechen.  Da  indessen,  wie  eben 
bewiesen  worden  ist,  Abweichungen  dieser  Art  zwischen  Beobach* 
tungen  und  Bechnang  bei  allen  Stöningsrectmungen  kaum  zu  ver- 
meiden sind,  so  darf  man  vorläufig  erwarten,  dass  auch  in  diesem 
Falle  das  NBwrON'sche  Gesetz  über  die  Schwierigkeiten  trium- 
phiren  wird,  und  dass  eine  vollständigere  Störnngsrechnnng  oder 
verbesserte  Integrationsmethoden  einmal  die  Erklärung  dieser  Ano- 
malie geben  werden. 

Man  wUrde  aber  Unrecht  thun,  wenn  man  hieraus  den  Schluss 
ziehen  wollte,  dass  man  immer  annehmen  kOnnte,  dass  alle  Ab- 
weichungen zwischen  Theorie  und  Beobachtung,  welche  proportional 
der  Zeit  wachsen,  eventuell  durch  eine  genauere  Störungsrecbnung 
ihre  Erklärung  finden  könnten.  Wäre  eine  solche  Schlnasfolgerung 
erlaubt,  so  würde  man  in  eine  höchst  bedenkliche  Unsicherheit 
gegenüber  allen  Abweichungen  von  der  Theorie  geraten.  Die  Un- 
gleichheit (6)  erlaubt  indessen  dieser  Unsicherheit  eine  Grenze  zu 
setzen,  indem  sie  einen  Maximalbetrag  des  zu  befürchtenden  Fehlers 
gibt,  der  nicht  überschritten  werden  darf,  insofern  ein  erwiesener 
Unterschied  zwischen  Theorie  und  Beobachtung  aus  der  Theorie 
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erklärt  werden  soll.    Die  Cogfficienten  A^  sind  ans  der  Entwickelang 

der  StöniDgsfnnctioD  bekannt  und  fUr   die  Summe  ^  Ä^  kann  maa 

immer  einen  genäherten  Werth  erbalten.  Wenn  der  beobachtete 
Unterschied  diesen  Betrag  tiberschreitet,  bo  mnsa  man  die  Erklärung 
aneeerhalb  der  untersuchten  Panktsysteme  suchen. 

Es  mag  indessen  nicht  ausser  Acht  gelassen  Verden,  dass  hier- 
bei auch  ein  genäherter  Werth  der  Glieder,  die  von  den  höheren 
Potenzen  der  Massen  abhängen,  gefanden  werden  musB,  und  es  liegt 
in  der  That  keine  unüberwindliche  Schwierigkeit  im  Wege,  einen 
solchen  Werth  zu  ermittelD. 
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I.   Ein  Transformationstheorem  der  Mechantk. 


In  seiner  hiDterlaeseDen  Abhandlung  „üeber  diejenigen  Pro- 
blem« der  Mechanik,  in  welchen  eine  Eräftefanction  exietirt,  and 
Ober  die  Theorie  der  StBrnngen"  {Werke  Bd.  V)  hat  Jacobi  fo^n- 
des  Theorem  bewiesen: 

„Et  seien  die  Differeatialquotimteji  der  veränderlichen  Grotten 
«,,  *,,  .  . .,  x^,  ifj,  tf^,  .  . .,  y^  durch  die  Gleichungen  gegeben: 


dxt        dB 

-JT-JV.' 
dx,       dB 
dl   ~  «j,' 

dy,  _  SB 
dt             dx, 

dy,  _  ÜB 
dt            Sx, 

tti  ferru 

dx.       ÜB 
dl    ~  äy.' 

r 

ä».  dB 
dt            ix. 

fK 


.'.I  l,.l. IJ 


eine  wälkürliche  Function  der  m  GrÖstea  x^,  x^,  .  .  .,  x^  und  der  m 
neuen  Grotten  |j,  |,,  ...,  |^;  bestimmt  man  diese  neuen  Grossen 
und  die  m  anderen  Grossen  rj^,  »?,,  . .  ,,  ^^  aus  x^,  x^,  . , .,  x^;  g^, 
!/t'  ■  •  ■  I  Vm  vermittelst  der  Gleichungen 


3^ 


J/i- 


ö{. 


dy 


dy 


und  druckt  H  durch  t  und  diese  neuen  Grössen  |^,  |,,  .  .  .,  |^; 
^11  V%i  •■•iVtt  <"">  eo  erhält  man  die  Sifferentialquotienten  dieser 
neuen  Elemente  durch  die  ganz  ähnlichen  Gleichungen: 
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il,        dB 

dl            äl, 

d!,      an 
-dT-T^- 

d,,            äff 
dl             ä{. 

dt 


ät 


Dies  Theorem,  das  in  allgemeiDer  Weise  den  üebergang  von 
einem  System  canoniscber  CoordinateD  zu  einem  anderen  rer- 
mittelt,  werde  ich  in  zwei  Tersdüedenen  Richtungen  erweitern. 

Erstens  braucht  das  Theorem  insofern  Terallgemeinert  zu 
werden,  als  iu  dem  JACOBi'schen  Transformationstheorem  voraus- 
gesetzt wird,  dasa  die  Function  ip,  welche  den  Uebergang  zwischen 
den  beiden  canonischen  Elementensystemen  vermittelt,  von  der 
Zeit  unabhängig  ist.  Man  kann  indessen  diese  Voraussetxong 
fallen  lassen,  und  es  zeigt  sich,  dass  man  dann  znm  folgenden 
Transformationstheorem  gelangt: 

Theorem  I.  Ei  seien  die  Sifferentialquotiealen  der  veränder- 
lichen OrSsBen  i^,  x^,  . . .,  x^;  y^,  y^,  ...,  y^  durch  die  Oleickunffen 
gegeben 

dx,  _  a^.        dyt 
dt   ~  djfi  '        dt   " 


(4} 


(i-  1,2, ...,  m), 


wo  E  eine  willkürliche  Function  der  Grotten  z,,  x^, 
■  •  •>  Jfm  "'"^  '  bezeichnet;  et  eei  ferner 


;  yi>  !fi< 


v('i.  *.. 


^.;  li.  I,. 


.  I.;  0 


eine  willkürliche  Function  der  m  Grossen  x^,  x^,  . . .,  ar_  und  der  m 
neuen  Grotten  lit  £ii  ■  ■  -i  1.  vnd  der  Zeit;  bettimmt  man  diese 
neuen  Grotten  und  die  m  anderen  neuen  Grotten  )j, ,  j;, ,  .  .  . ,  iq^ 
aut  x^,  *,,  ...,  x^;  y^,  y^,  ...,  y^  und  t  vermittelst  der  Gleiehungen 


(5) 
(51 


«* 

fly 


(.-1,2, 
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und  drückt  H  durch  t  und  diete  neuen  Grotten  J,,  Jj,  ...,  f,^; 
»)i  I  i?s  1  •  ■  ■ »  fl^  «a»,  »0  erhält  man  die  Differentialquotienten  dieier  neuen 
Elemente  durch  die  Gleichungen: 

(^)  ^7-ä^'     'dr  =  --ai:   ('-1.2,..., m), 


(7)  ^-^+4t 

ist. 

Ist  rp  YQn  t  unabhängig,  80  kommt  man  ofEenbar  auf  das 
jACOBi'ecbe  Theorem  zurück. 

Der  Beweis  wird  ohne  Kunstgriffe  geehrt,  indem  man  mittelst 
der  OleichuDgen  (5)  und  (5*]  in  ^  Xj  und  y,  (t  «  1 ,  2, . . .,  m]  gegen 
J(  und  T|^  [i—  1,2,...,  m)  vertauscht    Ich  fllhre  ihn  hier  aas. 

Werden  die  Gleichungen  (5]  und  (5*)  nach  x^  und  y^  au^elöet, 
so  bekommt  man 

(i  =  1,  2, ...,  m) 

i't  =  y)(li.  Ii..--.  I.;  «1. '/,-•■■,«.;  *)• 

Setzt  man  diese  Wertbe  in  H  ein,  so  gebt  diese  Function  in 
eine  Function  von  |,,  |j, ...,  |^;  ijj,  ij,, ...,  t?^  und  (  über.  Wird 
dieee  sodann  nach  i;^  differentürt,  so  sind  In  lii  •••>£.  *uid  t  als 
CoDstanten  zu  betrachten,  und  wir  bekommen  somit 


oder  nach  (4) 

Ans  [5]  folgt  aber 


fli  "      ^  dt    dit  '^  'f'  dt    Bit' 


8yi  _  .y    fl'y       dX] 

ao  dasB 

flif       _ -»^  rfyi    3»,       ^^  rfx,      fl'y      flä'j 
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oder,  wenn  man  in  der  ersten  Summe  den  Indes  i  gegen  j  ver- 
tauscht und  in  der  Doppelsumme  die  Summationsordnung  wechselt, 

i>ik  ~  ■f'  dik[       dt   "^  -Y  <it    dxjdx,  \ ' 
Wird  aber  die  Gleichung  (5] 

nach  der  Zeit  differentürt,  so  bekommt  man 

d^j        ^     el*y       dx,        ^     el'y       d(,  fl'y 

dt   ""  -f^dx^dx,     dl  "*"  ^  BxjöS,    dt   "^  dx,et  ' 
so  dass 

dH  __  „„   dxi       e'y       dj,  _  ■sc'i^       a'y 

ölt  T   I     ^^     ör-jSSt     "1        "7"  «''?*  dx,dt 

Der  CoBfficient  Ton  -^  ist  gleich 

Nuu  ist  aber  nach  (5*) 

Wird  diese  Gleichung  nach  i;^  differentürt,  bo  erhält  man 

_  1     'S'    ^'y    l5>.  ■ 


also  ist 

Setzt  man 
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womit  die  erste  der  Gleichangen  (6)  bewiesen  ist 

Um  die  entsprecIieDde  Gleiclintig  fOr  d^j^idt  zu  erhalten,  ver- 
fährt man  in  ähnlicher  Weise. 

Zuerst  bekommt  man 

dt     dit  "*"  -f^  dt     fl{,  ■ 
AUS  der  G-leichung  (5) 

erb&lt  man  die  Eelaüonen 


llL„ 


dx,8xj    diu         Bx,dU  ' 


dfi       ■ST'     ^'y      dx,       sr^     5'ip      rfgj  fl'y 

dt   ^  ■f'  ax,dxj    dt   ^  'f'  dxtdS,    dt   "^    dxidt  ' 

welche,  in  den  obigen  Ausdruck  für  dH:d^^  eingesetzt,  geben: 
9E      _  ^'S'  ^'^      fl'y      djj  _  ^  dx,      g'yi 

'^ -^  dt   fla!,a&  ■ 

Die  Doppelsumme  kann  in  eine  einfache  Summe  verwandelt 
werden,  wenn  man  bemerkt,  dass  aus  der  Gleichung  (5*) 


durch  Differentiation  nach  |^  die  Qleichang 

0      ^      a>       dx,  yy 
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folgt.    Es  ist  also 

Andererseits  ist  aber  nach  (5*) 

dt  "  ■f' es^dx,   di'^^dSt&Si   dt'^eSidt' 

so  dass 

dH  diii  3*y  -y     3'y       flgj 

Nun  ist  aber 

dt         -^     ffly       flgj  fl'y 

öfi     "-f-  3(3*,     3f.  "•"    dtdSk  ■ 
Fol^ch  ist 


vomit  der  zweite  Theil  des  TransforiD&tioiiBtheoreius  bewiesen  ist. 
Nimmt  man  beispielsweise  an ,  dass  man  die  Bewegungs- 
gleichungen  (4)  mit  Hilfe  einer  sog.  tTUermediären  Sahn  mit  der 
cbarakteriBtiscben  Function  H^  integrireu  will,  so  hat  man  nach 
der  Methode  tod  HahiltoN'Jacobi  zaerst  die  partielle  Differential* 
gleichung 

(8)  0.*?+a,(,„., ».i|^,|^ ^i<) 

^  '  öi    '      »V  "'    *'      '    "'  dxi     dxt  3«.     } 

zu  betrachten.    Wenn 

r=  n*i.^a. ■■-'-;  «1.«,..--«,;  *). 

wo  «],«,,...,  a.  die  Integrationsconstanten  bezeichnen,  das  Inte- 
gral der  Gleichung  (8]  ist,  so  erb&lt  man  bekanntlich  die  GrSssen 
Xy,x^, ...,  x^  and  y^iy^,  ■■■,  y„  aua  den  Gleichungen 


3  F  _  dV 

3*, 


y-     -E^.=-ßi      (.  =  1.2,. ...m). 
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Vet^leicht  maa  ab«r  diese  Gleicbnngen  mit  den  Gleichungen 
(5)  nnd  {5*},  ao  findet  man  nach  Theorem  J,  dass  man  das  System  (4) 
gegen  die  Gleichungen 


(i-1,2,...,  m) 


^  '  dt  "  dßi'        dt  ~      d«, 

Tertanschen  kann,  vo  jetzt 

ist    Nach  (6)  ist  aber 


ist,  übereinstimmend  mit  der  gew&hnhchen  Theorie  fOr  die  Variation 
der  CooBtanten. 

Die  Constanten  «r,  nnd  ß„  die  man  bei  der  Integration  der 
Gleichung  (8]  erhält,  sind  im  ÄUgemeinen  nicht  geeignet  zur  Be- 
nutzung fds  neue  Veränderliche  in  einem  Bewegungsproblem.  Im 
Problem  der  drei  Körper  z.  B.  treten  in  den  Gleichungeo  (8)  rechter 
Hand  mit  der  Zeit  mnltdplicirte  Glieder  auf,  welche  der  Integration 
betiftchtliche  und  imnöthige  Schwierigkeiten  bereiten.  Ffir  die 
KEPLBB'sche  Elhpse  als  intermediäre  Bahn  kennt  man  schon  längst 
eine  Methode,  wie  man  diese  Schwierigkeit,  durch  EinfQhnmg 
neuer  Veränderlichen,  vermeiden  kann.  Man  vergleiche  in  dieser 
Beziehung  den  fünften  Abschnitt  g  5.  Für  andere  intermediäre 
Bahnen  müssen  aber  andere  Transformationen  eingeftthrt  werden, 
und  es  giebt  bis  jetzt  keine  allgemeine  Theorie,  um  solche  Trans- 
formationen aufzusuchen. 

Ich  werde  im  Folgenden  einen  ziemhch  allgemeinen  Fall  be- 
sprechen, in  welchem  man  die  gesuchte  Transformation  direct  an- 
geben kann. 

Ich  nehme  an,  dass  die  charakteristische  Function  II^  fUr  die 
intermediäre  Bahn  die  Zeit  t  nicht  ezphcite  enthält.  Die  HAim.TOW- 
jACOBi'sche  partielle  DiSerentialgleichnng 
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(10)  0  =  -^  +  Ä.(^„:r„...,^.;-5^,-^,...,^) 

hat  dann  das  Integral 

r=-ct+  w, 

wo   W  von  (  nnabb&ngig  ist.     Wir   oalimen  weiter   an,    dasB   man 
ein  Integral 

der  Differentialgleichung 

(10-)  c  =  H,U.., ..;|2,|^ 1^) 


gefanden  hat,  das  m  unabhängige  Constanten  et,, «,,...,  a_  enÜi&lt. 
Die  Constante  C  kann  mit  einer  dieser  Integrationsconstanten  zu- 
sanunen&Ueo.  Im  Allgemeinen  ist  dies  nicht  der  Fall  und  dann 
ist  nach  (10*)  C  eine  gewisse  Function  von  a^,  a^,  •••>«. 

c-(;{«„«„...,«j. 

Die  Coordinaten  x,  und  y,  (i  =  1 ,  2,  . . .,  m]  der  intermediären 
Bahn  sind  durch  die  Gleichungen 

dV         ^      8V  „ 


bestimmt,  also  durch 
dW 


Diese   GMeichnngen    zeigen    aber   nach    dem  Tranafonnations- 
theorem  von  Jacobi,  dass 
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coDJngirte  canoniscbe  Coordinaten  sind,  und  zvar  kann  man  das 
nraprüDgliche  System  (4)  durch  die  Oleictmngen 


(■■-1,2,. 


ist. 

So  oft  ein  System  «,,  ix,, ...,  «^  7on  IntegratioDaconetaDten  ge- 
funden worden  iat,  kami  man  auf  unendlich  viele  Weisen  andere 
Systeme  toh  IntegrationscoDstanten  finden.  Zu  jedem  System  der 
Grössen  a^  gehört  ein  bestimmtes  System  der  Grössen  w^.  Es  gilt, 
die  Tortheilhafteste  Wahl  der  Grössen  a^  zu  treffen. 

Unter  den  vielen  intermediären  Bahnen,  die  man  für  ein 
mechanisches  Problem  aufstellen  kann,  will  ich  hier  solche  ins 
Auge  fessen,  in  welchen  die  Coordinaten  als  bedingt  periodische 
Functionen  der  Zeit  erscheinen.  Mittelst  einer  linearen  Trans- 
formation der  Alimente  (man  Tergleicbe  11  §  3  (21))  kann  man 
bewirken,  dass  die  Periode  in  Bezug  auf  die  verschiedenen  Winkel- 
coordinaten  gleich  2n  isL  Wir  nennen  diese  Argumente  ^^,  tj^, 
. . .,  1}^,  so  dass 

jjj  =  n,t  +  c,       (i=  1,  2, ...,  m) 

uud  die  Coordinaten  in  der  intermediären  Bahn  periodische 
Functionen  von  j]j,  Vtt  •  ■  ■>  ^^  ™>t  der  Periode  2a  sind.  Wählt 
man  nun  die  Integrationscoustanten  uij,  o,,  . . .,  or_  in  solcher 
Weise,  dass 


vrird,  und  nennt  man  diese  besonderen  Constant«n  li,  |,,  ••■)  |„i 
so  dass  nonmebr 


ist,  so  bat  man 
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ew  dW 

-ei^  =  y.;    -ar  —  "' 

und  folglich  sind  ^.,  17,(1—1,  2,  ...,  m]  conjogirte  canoniache 
Goordiuaten. 

Wie  BoUen  diese  Gonstanten  |j,  |,,  . . .,  |^  ge^den  werden? 

Ich  nehme  zuerst  an,  dass  in  der  charakteristischen  Function  E^ 
fOr  die  intermediäre  Bahn  die  Orössen  y^,  y,,  . . .,  y_  nur  in 
quadratischer  Form  vorkommen,  und  dass  die  Integration  der 
Gleichui^ 

i(n       o-B,u,., ,.;tE,äs,...,|i) 

durch  Separation  der  Variabein  geschehen  kann.  Nach  SiÄckel 
lautet  dann  das  Integral  der  Gleichung  (10*) 


(11) 


'-Sjl/^vA'.)  ■t-p'.f.A'J'' 


Hier  bezeichnen  if>^  (xj  and  tp^^  (ar_)  gewisse  gegebene  Func- 
tionen Ton  x^;  ffj,  ccj,  .  .  .,  a^  sind  die  Integrationsconstanten,  Ton 
denen  a^  mit  der  Constante  C  in  (10*)  zusammenfällt  Die  Inte- 
grale der  Qleichungen 

dx,       e  j;.       tfy.  dB, 

dt    *  öy,  '        dt    "        Bx, 
sind  demnach 


Es  zeigt  sich,  dann,  dass  die  Grössen  x^,  Xj,  ...,  x^  bedingt 
periodische  Functionen  —  mit  der  Periode  2  a  —  einiger  GrCsaen 
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u,,  u,,  . .  .,  u^  sind,  welche  in  folgender  Weise  mit  der  Zeit  zn- 
sammenhangeD  (ü  §  3  (21)).    Man  hat 


(12) 


W(—  *  +  /3,)  =  (»„«i  +(»„«,  +  ...  +  (B^M,, 

«  A  -  fl>„iij  +  (a„w,  +  . . .  +  (B^tt., 

^ßw,^  O'lll'^   +  <"tll"»   +  ■   ■  •  +  <»■,««) 

wo 

»< 

t 

ist,  und  a,  und  b^  die  Criemen  bezeichnen,  zwischen  denen  die 
Grösse  x,  oscillirt  Diese  G-renzen  sind  immer  Wurzeln  der 
Gleichung 

Es  wird  angenommen,  dass  die  Determinante 

nicht  identisch  verschwindet 

Die  Grössen  cd,,  (1,7  =  1,  2, ...,  m}  werden  E^ementarperioden 
genannt 

Aus  der  vorhergehenden  Untersuchung  ist  ersichtlich,  dass  man 


haben  mnss,  um  eine  Transformation  der  verlMigten  Art  zu  erhalten. 
Wie  müssen  zn  diesem  Zweck  die  Grössen  |,  gewählt  werden? 
Wir  werden  beweisen,  dass  man 


03)  l  =  ^J  }/2^,(a:)  +ß^2a.<p,j[x)dx     (1  =  1, 2,. ...m) 
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setzen  mnss,  am  die  zu  r|^  (i  —1,2,...,  m)  conjngirten  canonischen 
Coordinateo  za  erhalten. 

Eb  ist  in  der  That  erlaubt,  die  IstegratioiiBcoiiBtaiiten  «,,  c^, 
■  -  •>  "f,  gegen  irgend  ein  anderes  System  «,', «,', ..., «,'  toq  Inte- 
grationsconatanten  za  Tertauschen,  wenn  nur  die  FtmctioDaldeter- 
minant«  des  einen  Systems  in  Bezug  auf  das  andere  System  toq 
Null  Terechiedeu  ist  (I  §  9).  Weiter  wissen  wir,  dass  die  zn  |j, 
li'  -  -  -'  In  conjngirteu  Coordinaten  die  Form 

»,. 4f'  +  ft        (i=  1.2,  •■■.■») 


haben.  Wir  werden  sehen,  dass  diese  GrCsseo  mit  den  Grdssen 
^11  f]>  *  *  ->  "d  zusammenfallea,  und  dass  ausserdem  die  FuDctional- 
determinante  |j,  |,,  ...,  ^^  in  Bezug  auf  a■^,  «,,  ■■■,««  Ton 
Null  Terschieden  ist 

Lösen  wir  n&mltch  die  m  G-leichangen  (13)  in  Bezog  auf  a,, 
«,,  . . .,  a^  auf,  so  hat  mau 


(14) 


«1  =«i(li.  It> 


>IJ- 


Diese  Gleichung  werden  wir  in  Bezug  auf  a^,  a^, 
di£Ferentiiren,  und  bekommen  dann 


(15) 


-Hr 

««.   ,  a«, 
a»,  "^  as, 

^-■ 

,  ä»,  af. 

"  =  1^ 

Hi^l? 

ik-- 

,  a«,  as. 
■■^  ai.  aa. 

Nun  ist  aber  nach  (12*)  und  (13) 


(16) 


)  dasB  folglich  die  Gleichungen  (15)  lauten 
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§  1.    Ein  Transformationstheorem  der  Mettumäi. 
da,  ,     äa,  ,  ,     da. 


n         da,  ,    S  a,  ,  .da, 

0  -  Tif  <"i.  +  äj- »..+  ■••  + -5^ '"-- • 

Da  (Kj  mit  C  zuBammeiifällt,  so  findet  mau  bei  einem  Vei^Ieicb 
mit  den  Ölcichm^en  (12),  dase  1?,=  «,  ist  Da  weiter  die  Fnno- 
tionaldeterminante  der  GröBsen  |j ,  ^, ,  . . . ,  |^  in  Bezug  auf  a, , 
cc,,  . . .,  0;^  nach  (16)  gleich 


«-"l%l       ('.i- 


1,  2, 


ist,  and  diese  Determinante  der  Voraassetznng  nach  nicht  ver- 
Bchwindet,  so  bilden  die  Grössen  |j,  |,,  ...,  |^  znsammen  ein 
unabhängiges  System  von  Integrationsconstanten.  Wir  gelangen  so- 
init  znm  folgenden  Theorem: 

Theorem  II:  „Es  seien  die  SifferenÜalquotienten  der  veränder- 
liehen GrÖisen  Xj,  x^,  . , ,,  x^;  y^,  y^,  ■  ■  ■»  y«  dvrch  die  Gleichungen 
gegeben: 


dx,  _  8H^  dyi  _       dS 


(,-l,2.....m); 


dxi 

es  sei  femer  eine  intermediäre  Bahn  durch  die  Gleichungen  definirt: 

dxi  _       dB, 
dt  ~       ay,  ' 

(1  =  1, 2,. ...m) 
dy,  ^       dB, 
dt  ™       dx,' 

wo  Hy  eine  gruadratische  Form  der  Grossen  y, ,  y^,  ...,  y^  ist 
Wenn  die  Differentialgleichungen  mittelst  der  in  II  §  1  auseinander- 
gesetzten Methoden  integrirt  werden  können,  so  eraeheinen  die  Coordi- 
naten  der  intermediären  Sahn  als  periodieehe  Functionen,  mit  der 
Periode  2n,  der  m  Argumente 
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)7,  =  «?('  +  c,  -  -  4t  '  +  <=..      ('■  -1-2, 


wo   ^f,   mit   den  Bezeichungen    dee   atirten   Part^aphen,   durch   die 
Relation 


depxärt  ist.  Drückt  man  dann  E  durch  t  und  diese  neuen  Oröseen 
£i>  it'  •  •  *>  £•>•  ''i*  %>  ■  ■  ■'  ^m  ""'•  '"  ^häJt  man  die  DifferenOal- 
^uotienten  dieter  neuen  Elemente  durch  die  Gleichungen 


dt  Sn, 

dl,,  BH     " 

ät   '^''  fif,  ■ 

Zur  Erläatenmg  dieses  Satzes  ftkbre  ich  den  Beweis  für  einen 
Freibeitsgrad  aus.    Es  sei 

dx^_dH^.        dy  OH 


ist    Dann  lautet  die  HAMiLTOK-jACOBi'ffl;be  Differentialgleicliung 

so  daes 

ir  =  Jy2{U  +  a]dx. 
ist     Folglich  hat  man 


,4.^      ^       f      ^' 


Aas  diesem  Aasdruck  folgt,  dass  die  Zeit  T  zwischen  einem 
Minimum  x^  und  einem  Maximum  x^  der  0-ri)sse  x  durch  die  Formel 
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gegeben  ist     Setzt  man 


{  -  i/y2(P  +  o)rfi, 


80  ist  folglich 


•ü- 


Die  Gr&sse  x  ist  eine    periodische  Function  ?on  l  mit  der 
Periode  2  T  oder,  anders  ausgedruckt,  eine  periodische  Fouctioa  von 


mit  der  Periode  2«,  wenn 


gesetzt  vird.    Nach  dem  obigen  Anadruck  fUx  T  hat  man  also 
1  da 

*"  a«  "  af ' 

da 

womit  der  Satz  fUr  einen  Freiheitsgrad  bewiesen  ist 

Wenn  die    intermediäre  Bahn  eine  KspLEB'sche  Ellipse    ist, 

so  stellt  sich  die  Anwendung  des  Theorems  n  folgendermassen. 
Nach  den  Ausfohrungen  in  II  §  1  (14),  IV  §  2  (2]  und  (8)  und 

§  6  (8"*)  hat  man  hier 


(18) 
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(18*) 


wo  die  lutegratioiiaconstaDten  (ü,,  a^,  a^\  H^,  H^,  B,  in  folgender 
Weise  mit  den  gewßbiilichen  elliptiBdien  ElemeDton  zosammeQ- 
hängen.    Man  bat 

2«!  =--^-i      2a,  ~na{\  -e*)\       2«j  =  /ta(l  —  e»)C0B'i 
trnd 

In  V  §  5  haben  wir  «],  a,,  a^  and  f^,  f,,  ^,  aIb  reränder- 
licbe  Elemente  zur  DarstelluDg  der  Coordioatea  im  Probleme  der 
drei  Körper  eingeftlbri  Statt  dessen  werden  wir  hier  1^,  |,,  $,, 
ifj,  q,,  t;,  benutzen.  Nach  Theorem  11  wissen  wir,  dass,  wenn 
ii^end  welche  Grössen  x^,  x,,  x,;  y,,  y,,  y,  durch  die  Gleichungen 

(19)  -^  -  4^1      ^  =  -  T^      (•■  =  1>  2,  3) 

^     '  dt         dt/,  dt  öx,^  »»/ 

defiuirt  sind,  und  wenn  durch  die  gewöhnlichen  Formeln  fttr  die 
elliptische  Bewegung  x„Xj,x,;  !/i,^t,y,  dnrch  |,,  |„  g»;  »?i, »?„»?, 
ausgedrückt  werden,  die  letzteren  Grössen  durch  die  Gleichungen 


d(, 


Öljl  ' 


(i.  1,2,3) 


bestimmt  werden,  welche  Gleichungen  dann  vollständig  die  Bela- 
tionen  (19)  ersetzen. 

Wir  wollen  die  Ausdrücke  für  |j,  |,,  |g  als  Functionen  der 
elliptischen  Elemente  aufsuchen. 

Die  Grenzen  r,  und  r^ ,  zwischen  denen  r  schwankt,  sind,  durch 
die  elliptischen  Elemente  ausgedrückt,  a{\  —  e)  und  a(l  +  «).     Da 

I,  -  i-j'V-2«,(r,  -r)(r-r,)i:, 
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§  1.    Em  Tranaformationathaorem  der  Mechanik. 
Bo  bekommt  man  nach  der  Sabstitation 

r  =  a  (1  —  f  C08  w) , 
indem  man  auf  den  Wert  von  ocj  Bfti^Bicht  nimmt; 

*'  7t    J   [      l-ecoBu  J 

0 

oder,  nach  einer  bekannten  Forme], 

(20)  I, -y^(i-yr^:^). 

In  die  Formel  für  |, 


^'-^h 


macht  man  die  Substitution 

sin  ^  =  ain  I  sin  u 
und  bekommt  dann,  nach  einer  kleinen  Bechnnng, 


(ZOT  {,-Vc<.(i-«')(i-co..i. 

Endlich  hat  man 
(20^  Ib  -  'ßog  «  V/*a{l  -«^cosi. 

Die  Elemente  ^^  und  >;,  fallen  nicht  mit  den  DBLACNAx'schen 
Elementen,  die  wir  in  V  §  5  eingelfthrt  haben,  zusammen.  Man 
kann  aber  durch  eine  lineare  Sabstitation  von  dem  einen  System 
zum  anderen  Qbei^ehea.  Die  Bedingongen  für  eine  solche  Traos- 
formation  leitet  man  leicht  aus  dem  jACOBi'schen  Traosformations- 
theorem  ab.     Setzt  man  nämhch 
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V  -  ("ii  Si  +  "i.  I.  +  ■  •  •  +  «1.  IM, 
+  («11  Ji  +  <^i  S.  +  ■  ■  ■  +  "h.  IJ%'. 


+(". 

iS.  +  '"..l.  +  -- 

■  +  «. 

i.lJl. 

'l 

=11 

-  «11  <!i' 

+  «,,< 

+  •• 

•+«.1 

o 

1. 

=lt 

-  «1.  'i' 

+  «>■  1.' 

■  +  ■• 

■+«., 

1-'. 

<!.-  äj  =  «i.'i'  +  «i.li'  +  •  •  ■  +  «..«.'. 

ir-U-«iiii  +  «i.i.  +  ---  +  »i.i.. 
f.'  =  Ä-'^.  51  +  "^.  «.+•■■+«..«- 


i.'-|J-«.i{i+«..i.+---  +  «..i.. 

BO  bilden  nach  dem  JiCOBi'aclien  Theorem  |,',  t/^  (i=  1,  2,  ..,,  m) 
zuBammeo  ein  csnoniscIieB  System,  wenn  dieB  für  f „  tj^  (i  •>  1 , 2,  •  ■  •>  m) 
der  Fall  ist. 

Um    zu    den    DBLADHAT'Bclien    Elementen   in    V  §  5    überzu- 
gehen, mttBBen  wir 

fi'-l.  +  l.  +  S.. 
f.'-        I,  +  S.. 

I.'  =  I. 

setzen,  and  folglich  sind  die  entsprechenden  canonischen  Winkel- 
elemente «ij',  1]^',  t?,'  durch  die  Relation 

Vi  =  ^i, 

V,  —  »?i'  +  V,'> 
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gegeben,  so  dasa 

%'  =  flj  —  1,  -  .ß 

ist,  mit  den  Formeln  in  Y  §  5  Hbereinstimmend. 

Zweckmässiger  wäre  übrigens  eine    andere   lineare  Transfor- 
mation aaezafmiren,  nämlich 

l,"-{. +  l.  +  l,-Vi^. 

i,"-ii  .yir^(i-yrr:?), 

J,".{,  -ypa(l-«»)(l-C08,% 

in  welchem  Falle  die  entsprechenden  canoniscben  Winkelelemente 
j}j",  i;,",  r)^'  dnrch  folgende  Formeln  bestimmt  sind 


»1  = 

< 

+  «,", 

f. - 

%' 

+  «.■■, 

1.  • 

< 

< 

-1. 

-«(<  + 

fl,)  +  «, 

1.' 

-1. - 

-«. 

=  —  «, 

1.' 

-1. 

-1. 

--fl. 

LOst   man   die  Ausdrucke  (20),  (20*)  and  (20**)   nach  o,    an^ 
flo  bekommt  man 


_v£ 


erhalten.    Die  Argumente  )?,, )?,,  %  haben  also  dieselbe  mittlere  Be- 
wegung —  n  —  wie  schon  aus  den  Ausdrücken  (18*)  ersichtlich  ist 


2«.+ f. +  «.)'■ 

worane  wir 

Sä,        ä{. 

««.                 f' 

«S.       «,  +«.  +  &)" 
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3&2      üeber  du  Farm  dar  bdtgrate  im  I^oblem  da-  drei  KSr^m: 

äIb  mtermediäre  Balin  kann  man  in  einigen  Problemen  die- 
jenige Bahn  benutzen,  welche  ein  maaterdoser  Körper  beiehreibt,  der 
von  zwei  fetten  Ceniren  nach  dem  Nswron'iicken  Gesetz  angezogen  wird. 

Im  dritten  Abschnitt  haben  wir  die  dabei  auftretenden  Bahn- 
fonnen  auBfährlich  behandelt    Man  bekommt  hier 


(21) 


wo  Oj    nnd  hj   die  Grenzen  sind,    zwischen  denen  die  (Grösse  X 

schwankt,  wc^egen  o,  und  i,  die  entsprechenden  G^renzen  fOr  (a  sind. 

Die  Winkelgrössen  tj^  und  rj^  ei^eben  sich  aas  den  Relationen 


(21')  j 

vo  man  hat: 


«(H-ft)-o„<I, +  o,i<l,, 
8^1  d$, 


Im  atteroidüchen  Dreikörper  -  Problem  eignet  sich  in  vielen 
Fällen  die  zuletzt  behandelte  intermediäre  Bahn  zur  Benutzung. 
Wir  wollen  von  diesem  Gesichtspunkte  aus  einen  Blick  aof  dies 
Problem  werfen.     Nach  IX  §  2  lauten  die  DifferentiatgleichujigeD 


dg,         dB  dp,  dB 

dl        dpt  '        dt  Bq, 


ff- 


(22) 


ff  -  i  (?,' +  f  ■")  +  "  (P,  ?,  -  ?.  ?i)  -  if' 


Hier  bedeuten  q^  und  ?,  die  rechtwinkligen  Goordinaten  des  maasen- 
losen  Körpers  in  Bezng  auf  ein  heweglichea  CoordinatensTstem  — 
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mit  der  DrebungsgeBchwindigkeit  r  —  bezogen.  Die  G-rdsse  n  &llt 
mit  der  Winkelgescbwiiidigkeit  in  der  kreisfönnigen  Bewegang  tod 
Bij  txqA  171,  um  des  gemeinsamen  Schwerpunkt  zosammen.  üebrigeoB 
Terweise  ich  auf  die  Bezeichnungen  im  betreffenden  Paragraphen. 
Der  AnfangBpankt  der  Coordinaten  ist  hier  in  den  Schwer- 
punkt der  Massen  m,  und  m,  gelegt,  um  eine  vollständige  Analogie 
mit  dem  Zweicentreu-Problem  za  erhalten,  legen  wir  ihn  in  den 
Mittelpunkt  der  Linie  tr,  m, .    Zu  diesem  Zweck  setzen  wir 

'»  =  ?..     yi=;'i.     yt=Pf 

Die    neuen    Coordinat«n  x^,  x^,  y^,  y^    sind    offenbar    auch 
canonisch,  so  dass  man  bat: 


(■iS)  -^__,       -^^-^-         (,=  1,2). 

Hier  ist 


und 

V=     , .     , 

Wir  definiren  nun  eine  intermediäre  Bahn  durch  die  charakte- 
ristische Function 
(24)  ^1  =i(V  +  2/,')-C^. 

Die  entsprechenden  Differentialgleichungen  sind 

Dies  sind  die  Differentialgleichongen  fUr  die  Bewegung  eines 
massenlosen  Körpers,  der  von  zwei  festen  Gentren  angezogen  wird. 
Die  Coordinaten  dieser  Bahn,  also  auch  die  QrSssen  x^,  x,,  y^,  y,, 
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sind  beding  periodische  Functioueu  der  Zeit,  welche  in  FocEiEB'Bclie 
Reiben  nach  den  Yiel&cben  von  i;,  und  «j^  (21*)  entwickelt  werden 
können.  Die  Coefficienten  in  diesen  Beiben  können  als  Functionen 
der  in  (21)  definirten  Grössen  f,  und  f,  ausgedrückt  werden.  Nach- 
dem x^,  x^,  t/^,r/g  in  dieser  Weise  als  Functionen  von  li ,  ^, ,  q, ,  Vt 
gefunden  sind,  setzt  man  diese  Ausdrücke  in  H  ein  und  bestimmt 
die  YeränderuDgen  der  Gbössen  1^,  |j,  rj^,  17,  nach  dem  jACosi'scben 
Transformationstheorem  Termittelst  der  &leichnngeQ 

m\  ■**'  «15.         d7.  __  öff  .      .    21 

(^6)  -^«— ,       _^__.^        (i-l,^). 

Hier  ist  indessen  zu  bemerken,  dass  die  (^sse  B^,  nach  der 
Substitution  der  Ausdrücke  fUr  x^,  x^,  y^,  y,  durch  |j,  l,,  17,,  ij, 
sich  auf  eine  Function  Ton  f,  und  ^,  redncirt,  da  ja  die  Gleich- 
ungen (25*]  das  Integral  H^  —  Oonstans  besitzen.  Nennt  man  diese 
Constante  C^,  so  hat  man  also 

(27)  if_C,  +  „(y,i,-y,»,)  +  5{i^'j,,. 

BUs  ist  also  der  einfache  Ausdruck  für  die  Störung tfuncHon, 
wenn  man  vom  Zweicewtren-Problem  aufgeht  und  nachher  die  wiÜkür- 
lichen  Conitanten  dieses  Problems  variirt 

Die  Constante  Cj  ist  eine  Function  nur  von  f^  imd  |,.  Die 
Übrigen  Glieder  in  (27)  sind  periodische  Functionen  von  1;,  und  «j,, 
die  leicht  zu  berechnen  sind,  nachdem  x^,  x^,  y,,  y,  durch  ||,  £j, 
i7i,  47j  ausgedrückt  worden  sind.  Die  Störungsfunction  ist  also  sehr 
leicht  zu  bilden,  nachdem  die  Goordinaten  im  Zweicentren-Problem 
als  Functionen  der  Zeit  dai^estellt  sind,  welche  Darstellung  in- 
dessen verschiedene  Untersuchungen  erfordert,  die  bis  jetzt  nicht 
ausgeführt  worden  sind.  Sehr  bemerkenswerth  ist,  dass  man  bei 
der  Anwendung  dieser  intermediären  Bahn  eiue  Störungsfunction 
erhält,  in  welcher  der  redproke  Werät  des  Abutande»  zicischen  dem 
gestörten  und  dem  spenden  Körper  nicht  mehr  zum  Forschein  kommt. 

&  fo^t  hieraus,  dass  das  Zwieicentren-Problem  einen  innigeK 
Zusammenhang  mit  dem  Problem  der  drei  Körper  haben  mtus. 
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Da  die  cajioniBchen  Differentialgleichimgen  nicht  symmetrisch 
in  den  „jT-Coordinaten"  und  in  den  „^-Goordinaten"  sind,  so  muss 
das  JAC»Bi'sche  Tranafonnationstheorem  etwas  anders  formulirt 
werden,  je  nachdem  in  der  TransfonnationfifiiDction  die  eine  oder 
die  andere  Art  von  Coordioaten  aaftritt.  Der  YollBtändigkeit  wegen 
stelle  ich  hier  die  diesbezUglichen  Formeln  zusammen. 

Ich  werde  die  alten  Coordin&ten  »,i  *b,  .. .,  *«;  Sii^n  ■■•>?« 
und  die  neuen  |j,  |,,  . . .,  £_;  17,,  t;,,  .  . .,  rj^  nennen,  und  zwar 
80,  dass  man  immer  hat 

^^^)        -är  =  -n:'    -dr='-T^    (.-1,2,...,^,) 

und  anch 

^^^'  "d7    T^'     ~dr       Th' 

Wir  können  dann  4  F^e  unterscheiden: 

1}  Die  Transformationsfunction   ip   hängt   von  x^,  a:,,   ...,  z^; 


Die  BelatioQen  zwischen  den  alten  nnd  den 

neuen 

Bind  dann 

(30) 

Sx, 

>.■'  41= 

-1, 

(>.l 

,2. 

. ..,!») 

2)  Ist 

V 

-<Hs„y„-- 

■•n. 

1l,  1,. 

..., 

»J, 

so  hat  man 

"        öl. 

-ti 

(•■- 

,2. 

...,».) 

3)  Ist  dagegen 

so  haben  diese  Relationen  die  Form 

«i  =  j,.      »i_{,      (,-.l,2,...,™). 
flac,       ^"       fl^i        *'       ^  '     '  ' 
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4)  Wenn  endlich  • 

so  bat  man 

|i-V,     4^-,,       (.-1.2 r,). 

In  vielen  Fällen,  wo  die  charakteristiBcbe  Function  TOn  anderer 
Form  ist,  bIb  in  Theorem  II  Toraasgeaetzt  worden  iat,  kann  man 
sich  ähnlicher  Methoden  bedienen  wie  oben.  Wir  werden  nnten 
bei  Behandlung  des  DELAUNAT'schen  Problems  einen  solchen  FaU 
kennen  lernen. 

§  2.   Ueber  mechanische  Probleme  mit  einem  Freihritsgrad. 

Für  den  Fall,  dass  zwei  reelle  Grössen  x  und  y  dnrch  die 
Difierentialgleicbungen 

...  ^      H.        ^  IE. 

l^J  rf(  "  fly  '        dt  ^  "  öx 

bestimmt  sind,  haben  wir  im  zweiten  Abschnitt  §  2  die  Verände- 
rungen von  X  und  y  untersucht,  unter  der  Voraussetzung,  dass  S 
eine  quadratische  Function  von  y  ist  von  der  Form 

Wir  haben  gefunden,  dass  x  dann  zwischen  zwei  festen  Grenzen 
periodisch  schwankt,  und  dass  zwUchen  diesen  Grenzen  keine  Maxima 
oder  Minima  von  x  vorkommen.  FUr  gewisse  Werthe  der  Inte- 
grationsconstanten  können  Limitationsbewegungen  auftreten. 

Wir  wollen  nun  diese  specielle  Voraussetzung  über  H  fallen 
lassen  und  nur  annehmen,  dass  U  innerhalb  eines  gewissen  TeeUen 
Gebietes  —  0  —  eine  Function  rationalen  Charakters  von  x 
und  y  ist. 

Die  Gleichungen  (1)  haben  das  Integral 

(2)  B{.,y)-C. 
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XHeu  Relation,  die  immer  betteben  mnu,  enthält  die  Öleichnng 
fOr  die  Bahneurve,  die  also  nur  von  einem  einzigen  Parameter  ab- 
hELngt  Es  ist  indessen  za  bemerken,  dass  nicbt  alle  Wertbe  von 
X  and  y,  welche  der  Cmre  (2)  angeboren,  wirklieb  bei  der  Bewegung 
erreicbt  werden  können.  Vielmebr  wird  der  Punkt  {x,  y)  im  All- 
gemeinen nni  einen  Tbeil  der  Onrre  (2)  beschreiben,  und  zwar  ist 
nicht  nothwendig,  dasB  diese  Babncorre  ein  iiolirter  Zweig  der 
Curve  (2)  ist 

Betraohten  wir  die  G-leichnng 


(3)  -dr"-ä7' 


wo  also  nur  reelle  Werthe  von  x  und  y  vorkommen,  und  uebmen 
wir  au,  dass  wir  mit  dem  Funkt  (.Vp,  jrj  anfangen,  wo  dR:dy 
beispiekweise  positiv  ist,  so  ist  klar,  daas  x  mit  wachsendem  t 
auch  wachsen  mnss,  bis  wir  zu  einem  Punkt  («,  b)  kommen,  in 
welchem 

M_o 

dy 
ist. 

Wie  wird  sich  die  Orfisse  x  nachher  ändern?  TTm  diese 
Frage  zu  ontersnchen,  werden  wir  die  Function  H  nach  den 
Potenzen  von  x  —  a  und  x  —  b  entwickeln,  was  ja  möglich  ist, 
wenn  der  Punkt  (a,  b)  innerhalb  des  Gebietes  G  liegt,  wie  hier 
vorausgesetzt  wird. 

Da  der  Funkt  (a,  h)  nothwendigerweise  auf  der  Corve  (2] 
liegen  mnaa,  so  hat  man 

IS~^C~A^^{x-a)  +  ^„  (y  -  Ä)  + 
+  ^(x  -  a)»  +  Ä^^ix  -  a)(y  -  ft)  +  A,^[y  -  bf 
+ 

und  folglich 
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Der  YorausBetzong  nacti  soll  dieser  Aasdmck  fOr  z  =  a  und 
if  =  b  Terschwinden,  voraus  folgt,  dass  J„  =»  0  ist  Mit  Hilfe  der 
Oleicbnng 

+ ■. 

können  vir  in  der  Umgebung  des  Punktes  {a,  b)  y  —h  durch  x  —  a 
au8dra<^eD.  Setzt  mau  diesen  Werth  in  (4*)  ein,  so  nimmt  (3)  die 
Form 

an,  vomit  die  Differentialgleicliungen  dw  Bewegung  auf  Quadratur 
gebracht  sind. 

Es  zeigt  sich,  dass  Bewegungen  ganz  verschiedener  Art  auf- 
treten, je  nachdem  A^^^  von  Null  yerschieden  ist  oder  nicht 

Wir  betrachten  zuerst  den  Fall 

Eis  sei  rechter  Hand  von  (4**) 

^o,(y  -  *)■ 

das  Glied  niedrigster  Ordnung  in  y  — A,  das  nicht  mit  x  —  a  mnlti- 
plicirt  ist.    Dann  ist 

0-^„(r-a)+4..(y-J)-  +  2^,j('-«)'(j'-»y. 

vo  in  der  Summe  alle  Glieder,  für  die  i  —  0  ist,  einen  Index  j 
haben,  der  größer  als  s  ist  Wir  erhalten  dann  in  der  Umgebung 
des  Punktes  (a,  £)  die  Entwickelung 

(5)  X  -  a  =  (y  -  *)•  [«,  +  ß,  (y  _  i)  +  «,  (y  _  i)»  +  . . .]  . 
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Hier  ist 

(6)  «. A.-^., 

worauB  folgt,  dass  a^  nicht  unetuäieh  und  nicht  Null  ttt. 
Doi^li  Umkehrnng  dieser  Reihe  erhält  man 

(7)  !,-6-ß,i,-af  +  ß,(x-c1'l-  +  ß,{'~'f  +  --; 

WO  ß-y  eodlicb  nnd  tod  NqU  Terschieden  isL 

Diesen  Auadmck  fUr  y  —  Ä  setzen  wir    in  (4*)    ein,    welche 
CMeichang  jetzt  folgende  Form  hat: 

wo  in  der  Summe,  fttr  i  -  0 ,  J  >  «  ist 

Wird  hier  die  Reibe  (7)  eii^esetzt,    so   erhält  man  fär  die 
Oleichong  (S)  die  Form 

,  —  f  -  i  1 

-Jf-  =  (*-a)'    [ro  +  r,{x-a)'  +r,{x-a)'  +...J 

oder 

ix-a.)' 

wo  y^  endlich  nnd  Ton  Null  verschieden  ist. 
Das  Integral  dieser  Öleichnng  lautet 

.(x-«)«-[H-i(r-«F-  +  |(' -«)•'•  +  ■■•]  -?.('-«, 

WO  t^  denjenigen  Werth  yon  (  bezeichnet,  für  welchen  ar  =  a  ist 
Dnrch  ümkehmng  dieser  Reihe  erhält  man  znletzt 

(8)  x-a-lt-  t^Y  [.„  +  a,  (<  -  C«)  +  .,((-  ^)»  +  ..  .] 

mit  einem  endlichen  und  von  Null  Terechiedenen  Werth  für  t^. 

Ist  I  eine  gerade  Zahl,  so  wachet  x  bis  der  Werth  x  —  a  er- 
reicht ist,  dann  fängt  x  an  abzunehmen,  und  i^hrt  damit  fort,  bis 
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wieder  ein  Punkt  (a',  />')  erreicht  wird,  in  velchem  dUidy  ver- 
Bcbwindet  Hier  mnas  wieder  eine  ähnliche  Untereucluuig  wie  im 
Punkte  (a,  b)  gematdit  werden. 

Ist  dagegen  s  eine  ungerade  Zahl,  so  wird  x  den  Punkt  a 
pattiren  und  ftlr  t^tf,  za  Werthen  übergehen,  die  grdBser  als  a 
sind.  Die  Grüsae  x  wächst  dann  weiter,  bis  man  zu  einem  neuen 
Funkt  {a",  Ä")  kommt,  wo  dE:dy  verschwindet,  and  wieder  eine 
ähnliche  Untersuchung  gemacht  werden  mass. 

Die  obigen  Auseinandersetzungen  erleiden  eine  Ausnabme, 
wenn  »  unendlich  gross  ist  In  diesem  Fall  hat  J7  —  C  den 
Factor  x  —  a,  und  die  Bahncurre  besitzt  dann  einen  isolirten 
Zweig,  nämlich  die  gerade  Linie  x  =  a. 

Wir  gehen  jetzt  znm  zweiten  Fall  Über,  dass  n&mlioh  der  Caiffi.- 
cient  A^^  verechwindet.  Bann  ist  ftlr  x^a,  y  ■—  b,  dB;dx  ■=  0,  so 
dasa  man  gleichzeitig  hat 


(9)  0  -  JS  - 


BE  ^  dH 


Wird  X  und  y  ans  den  zwei  letzten  Gleichungen  elimioirt  und 
in  die  erste  Gleichung  eingesetzt,  so  findet  man,  dass  solche  Punkte 
nnr  für  ganz  bestimmte  Werthe  der  Constante  C  auftreten  können. 
Diete  Wertke  von  C  hoiaun  dettoeyen  als  dU  rinyulären  Punkte  der 
gegebenen  D^erenÜalgleichungen  angesehen  werden.  Die  Aufsachnng 
dieser  singulären  Punkte  geschieht  mit  Hilfe  der  Gleichungen  [Q). 

Wie  gestattet  sich  die  Bewegung  in  der  Nähe  dieser  Punkte? 

Wir  werden  finden,  dass  bei  diesen  Werthen  der  IntegratioDS- 
constmite  C  immer  Limitation  auftreten  muss.  Die  durch  (9) 
bestimmten  Punkte  {x,  y)  kOnnen  bei  der  Bewegung  niemals  über- 
schritten werden. 

In  der  Umgebung  des  Punktes  [a,  b)  haben  wir  nun  die  Elnt- 
wickelungeu: 

O^Il-C^A^{x-a)'  +  J,,ix-a)(y-b)  +  A,,(y-  A)» 

,  +  J,,  {X  -  af  +  J,,{x  -  aY(.y  -  i)  +  ^,(:r  -  a){y-ö)' 


+  • 
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+ 

Die  rechte  Seite  dieaea  Aoedrackea  soll  als  eine  Function  von 
x~  a  dargestellt  werden. 

Zu  dieaem  Zwecke  nehmen  wir  zaeret  an,  dasa  die  liösung  tod 
(10)  folgende  Form  hat: 

(ll*)        j,  -  fi  =  «,  (i  -«)  +  «,(*-  a)»  +  «,(i  -  a)»  +  ..  .. 

Wir  bekommen  dann  ans  (10)  folgende  Formel  zur  Berechnung 
der  GoefficieDten  a-^,  o^,  a^,  ... 

(A,,  +  2A„  «,)«!  =  -  ^.0  -  ^,1 «,  -  ^»  «1*  -  A>s «.' 
und  allgemein 

(^„  +  24« «,)«,-  0,      {r  -  2,  3,  4, ...), 

wo  <f>,  eine  bekannte  Function  Ton  a^,  a,,  .  . .,  a,_j  ist 

Um  aus  der  ersten  dieser  Gleichungen  einen  reellen  Werth 
Ton  Q!|  zu  erhalten,  ist  erforderlich,  daes  die  Ungleichheit 

erfüllt  ist  Um  endliche  Werthe  fUr  cf,  zu  erhalten,  ist  ausserdem 
nothwendig,  dass  die  Coefficienten  A^  und  A^^  nicht  gleichzeitig 
Terechwinden.  Beide  Bedingungen  sind  also  erfDllt,  wenn  an- 
genommen wird,  dasa 

(12)  ^;,-4^j„^„,  >0 

ist 

Um  endliche  Werthe  ftlr  a,,  a^,  a^  . . .  zu  erhalten,  ist  er- 
forderlich, dass 
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TOB  Null  verschieden  ist    Man  hat  aber 


und  es  genügt  also,  daas  die  Ungleichheit  (12)  erfüllt  ist,  um  reelle 
nnd  endliche  Werthe  der  Coefficieuten  in  der  Reihe  (11*)  za  er- 
halten. 

Wird  nun  die  Reihe  (11*)  in  (11)  eingesetzt,  bekommt  man 


wo  Jj  =  ^,j  +  24)j«i  "  y-4J ,  —  4  Aj^  A^    und  also  von  Null  ver- 
schieden itt.    Hieraus  erhält  man 

■JS-(B,  +  B,{x-.]  +  B,[.-a)'  +  ..)-  dt 

und  also  nach  der  Integration 

B^  log(x  -  a)+  B^{x  -  a)  +  \B^[x  -  äf  +  .  .  .  =  t  -  t^, 

welche  Gleichung  zeigt,  dass  x  nicht  den  Werth  a  erreichen  kann 
fttr  einen  endlichen  Werth  von  t 

Hier  tritt  somit  Limitation  au£ 

Wir  kommen  also  zunächst  zum  Fall,  dass 

(13)  ^Ji-I^io-Jm-O 

ist    Uan  hat  dann 

^.(x  -  a)'  +  A,,  (»  _»)(,_»)+  ^„,(y  _  })•  _ 

-()^('-»)  +  v5;,.(j -»))■■ 

In  diesem  Falle  ist  es  angemesBen,  eine  neue  Veränderliche 
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statt  X  ~  a  eiozufllhreD.    Wir  bekommeD  dann,  fElr  Ä^  =|=  0, 

0=2^-6'=|'+J,„|'+J?„£*(if-A)  +  J„£(y-d)»+if„(y-i)»+..., 

wenn  nicht  etwa  ^„  and  Jg,  beide  Terschwinden,  in  welchem  Falle 
diese  Snbstitation  nicht  erlaubt  ist.  Um  die  noch  möglichen  Be- 
wegungsformen au&nsQchen,  werden  wir  uns  auf  die  bekannten 
Untersuchungen  Yon  PmsEDX  über  die  algebraischen  Functionen 
atQtzen. 

Wir  nehmen  an,  daas 

die  niedrigste  Potenz  von  x  ~  a  ist,  die  in  fi  Torkommt,  und  daas 
ebenfalls 

die  niedrigste  Potenz  von  y  —  £  ist  in  dieBer  Entwickelnng.  Wir 
betrachten  irgend  eine  der  PüiSKDx'schen  Claesen 

wo  die  Ungleichheiten 

(14)  I  ^>A  >..>•••, 

l  ?!<?»<■•■<? 

erfüllt  werden  mfissen.  Es  ist  zu  bemerken,  dass  sowohl  ^  wie  J 
gleich  Null  sein  können. 

Setzt  man 
(14*)  y-b  =  {x-aY, 

so  müssen,  weil  alle  Glieder  in  K  derselben  Classe  —  fi  —  an- 
geboren, 

(15)  ;'='ft  +  ?i^-;', +  ?./*  =  ---  =  3/* 

sein,  vorausgesetzt  nämlich,  dass  sowohl  A  wie  B  nicht  versfibwindet 
Würde  Ä[x  —  df  nicht  der  Classe  angehören,  so  würde  das  erste 
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Glied  in  (15)  Terschvinden;  würde  S(y  —  bf  nicht  Torkommen,  Ter- 
schwände  das  letzte  Ölied. 
Da 

80  ist 

80  dasB  n  immer  j>otitiv  ist 
Ein  beliebigee  Olied  in  A' 

gibt  in  dBidy  ein  Glied 

qfAf{x  -  ay.{y  -  4)<.-i 
oder  nach  Einsetzong  tou  (14*) 

Der  E^oneot  eines  beliebigen  Gliedes  io  dH:dy  ist  also 
immer  grSsser  als  die  Einheit  Eine  Ansnahme  könnte  nur  ent- 
stehen, wenn  die  betradttete  Classe  nnr  die  Glieder 

J{x  -  ay  +  B{y  -  b)" 

eDth&lt  Die  Ordnung  des  letzten  Gliedes  ist  nq,  und  die  Ordnung 
des  entsprechenden  Gliedes  In  dH:dy  ist  also  {q  —  \)n.  Nun  ist 
aber  in  diesem  Falle 

.  =  f. 

und  folglich  ist 

(j-l)^-y(l--l-). 

Wir  müssen  uns  aber  erinnern,  dass  nur  solche  Werthe  von 
p  und  q  hier  za  berüt^uichti^n  sind,  die  grosser  oder  gleich  2 
sind.    Fol^oh  ist 
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Die  Ordnimg  eines  beliebigen  Gliedes  in  dB: dp  ist  also  gleich 
eins  oder  grösser.    Wir  können  also  setzen 

WO 

^  <  ^  <  ig  < .  ■  ■ 

und  A,  ^  1  ist    In  der  Umgebung  des  Werthes  x  =  a  können  wir 
somit  die  DifferentialgleichuDg  f&r  x  in  der  Form 

■""  (7^ ''•  +  '■''"'■>"+'■  i'' ""'"+•• -^ 

schreiben,  wo  ^j  <  ^  <  . . .  und  ^  positiv  ist. 
Das  Integral  lautet 


(16) 


l  +  Constans  = '-^  _£»-  + ^ (:r  -  aV"  + 


Ji- 


-('-a)'^  +  .. 


Wäre  ^  =  1 ,  so  wOrde  das  Integral  die  Form 
(16")   <+  Constans  =  *„ log (ar  -a]  +  -^(x-a)».  +  ^(t-o)«  +... 

annehmen. 

Im  einen  Falle  wie  im  anderen  findet  man,  dass  x  den  H'erth  a 
sieht  für  eiaen  endlichen   Werth  von  t  erreichen  kann. 

Es  tritt  also  Limitation  auf, 

Wir  können  in  diesem  Falle,  mutatis  mutandit,  dieselben  Be- 
trachtnogen  ancb  fUr  die  Differentialgleicbungen  fOr  y  dorcbfOhreD, 
so  dass  folglich  gleichzeitig  Limitation  sowohl  in  x  vie  in  y  auf- 
treten mnss. 
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Ist  die  Function  H  nebst  ihren  Ableitongen  eine  einwertfaige 
Function  von  z  und  y,  eo  kann  die  Bahncurre  nicht  sich  selbst 
schneiden,  Toransgeaetzt,  dass  C  nicht  eisen  siogulären  Werth  hat 
In  jedem  Punkt  {xo,  ;/q)  ist  in  der  That  dx:dt  und  dy.dt  Töllig 
bestimmt:  kommt  man,  nachdem  man  eine  geschloBsene  Curve 
beschrieben  hat,  zu  demselben  Punkt  i^x^,y^  zurUck,  so  wird  man 
wieder  in  die  alte  Cnrre  eingelenkt  und  die  Bewegung  ist  dann 
periodisch.  Würde  die  Bahncurre  einen  Doppelpunkt  besitzen,  so 
wäre  in  demselben 

dx         dy         ' 

und  die  Constante  C  wtlrde  dann  nach  (9)  einen  singulären  Werth 
haben,  was  gegen  die  Voraussetzung  ist 

Es  ist  wohl  zu  bemerken,  dass  hier  vorauBgesetzt  wird,  dass 
die  cauooischen  Coordinat«n  x  und  y  CABTEsma'ache  Coordinaten 
eines  Punktes  bezeichnen.  Unter  Anwendung  anderer  Coordinaten- 
BfBteme  oder  anderer  Ooordinateu  kann  es  sich  wohl  ereignen,  dass 
die  Bahncurre  Doppeltpunkte  oder  andere  Singularitäten  aufweisen 
kann. 

Wir  können  die  obigen  Auseinandersetzangen  Über  Bewegungen, 
die  einen  Freiheitfigrad  besitzen,  in  folgendem  Theorem  zusammen- 
fassen. 

Theorem:  Wenn  x  und  y  reelle  Veränderlicke  bezeichnen,  welche 
durch  die  Differentialgleichungen 


(17) 


dx  _  dH  dy  _        öH 

~dt  ey       Ti  ~     ~dx' 

mit  dem  Integrale 

("•)  IHx,y)~C, 


bestimmt  tind,  und  toenn  H  eine  einwerlhige  Ihinction  itt,  die  in  jedem 
reellen  Punkte  (a ,  b)  nach  den  positiven  Potenzen  von  x  —  a  und 
y  —  b  entwickelt  werden  kann,  so  int  die  Natur  der  vom  Punkte  (x,  y) 
beschriebenen  Bahncurve  vom  Werthe  der  Constante  ü  abhängig;  solche 
Werthe  von  C,  die  man  aus  (17*)  erhält,  wenn  man  x  und  y  aus  den 
Gleichungen 
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(18) 


berechnet,  sind  alt  tingul&re  WerAe  von  C  xu  betrachten;  hat  C 
einen  tolchen  tmffulären  Werth,  so  nähert  »ich,  mit  toachaendem  t,  der 
Funkt  (x,  y)  an/mptotiMch  einem  Grenzpunkt  (a,  ß),  ohne  ihn  in  end- 
licher Zeit  zu  erreichen;  hat  C  keinen  solchen  tingularen  Wertk,  so 
ist  die  Bahncurve  entweder  eine  geschlossene  Cnrve,  die  vom  Punkte 
(x,  y)  in  endlicher  Zeit  beschrieben  wird,  oder  es  müssen  die  Grössen 
X  und  y  —  die  eine  oder  beide  —  mit  wachsendem  t  ins  Unendliche 
wachten  oder  abnehmen. 


§  3.   Entwlokdung  der  Störungsfunction  Im  asteroldischen 
Dreikörper-Problem. 

Im  §  18  des  neunten  ÄbscbnitU  haben  wir  die  Differential- 
gleichungen für  das  asteroidieche  DreikörpeivProhlem  im  Kaum  in 
folgender  Form  erhalten: 


8  Vi 
*  (1  =  1,  2,  8) 


(1*)  -^^  2^7!  +  -^V  +  j  -  /•(?!  ooal/t  +  y,8in  iVQ 

ist,  und  N  die  mittlere  Bewegung  des  stdrendeo  Planeten  (,^upiter") 
bezeichnet  In  Bezug  auf  die  übrigen  Bezeichnungen  verweise  ich 
auf  den  betreffenden  Paragraphen. 

Die  Störungsfanction  F  läast  sich,  wie  an  citirter  Stelle  be- 
wieeen  wurde,  in  eine  FooBiBB'sche  Reibe  nach  den  Cosinns  der 
Vielfachen  von  y^',  y,'  nnd  y^'  entwickeln.  Die  Coeffidenten  in 
dieser  Reihe  sind  Functionen  von  ;tj',  x^'  and  x,'. 

Znr  Erhaltung  der  Goefficienten  in  dieser  Beihe  werde  ich 
mich  der  toq  Levehbieb  im  ersten  Band  der  Pariser  Ännalen 
gegebenen  Entwickelung  bedienen. 
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In  den  LETBSKiEB'schen  Bezei<^imgen  aasgedrückt,   hat  man 

(2)  j  y,'-«.-i2, 

Ich  werde  nur  die  G^lieder  bis  zum  vierten  Grade  in  den 
Excentricit&ten  und  bis  zom  zweiten  Qrade  der  Neigung  hier 
berOcksichtigen. 

Die  Alimente,  die  hier  Torkommeo,  haben,  durch  die  Winkel- 
grössen  y,',  y,'  nnd  y,'  ausgedrückt,  folgende  Form: 


-  2)1  +  2»  -  lY  -  t{y,'  +  y,'  +  y,')  -  2y,', 

-  2)A  +  2  r'  -  .T  »  i(y,'  +  y,'  +  y,")  -  2{y,'  +  y^- 

-  S)  A  +  3a.  -  • /-  =  ,-(y,'  +  y,'  +  y,")  -  3y,', 
_  i)X  +  4«  -  (Y  -  i(y,'  +  y,'  +  y,-)  -  4yj'. 


Für  die  LAPi^CE'schen  Co^fficienten,  welche  in  der  Entwicke- 
lung  der  StöruDgafdnction  vorkommen,  wollen  wir  eine  etwas  andere 
Bezeichnang  als  in  VI  §  5  einfuhren,  um  UebereiDstimmnng  mit 
Leybbbier  zu  erbalten.    Wir  setzen  nämlich 

(8) 

wo  Jf  und  S^  durch  die  Keihen  (1)  de«  dtirten  Paragrapheik  de- 
finirt  sind.    Man  hat  also,  da  a'  ~  I  ist, 
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u.«.  tc. 

869 

Weiter  seUen  wir 

(S*) 

Schreibt  man 

F-F,  +  F,+F„ 

wo 

r,- 

J 

—  p(y,  COS  JV(  +  y,  sin  JV() 

ist. 

m  erhält  man  F, 

wenn  man  in  den  Levsbbiei 

'sehen 

EnU 

Wickelungen  für 

■Ä(0, 1)  —  -fii 

«'  — 

0  ond  a  -  1  setzt 
Wir  erhalten  somit 

ii?,-(-.«+i«.'+««'+p««)  cos (,,'+,,■+,,-) 

+  {«««»slyi'+j.'+yi'-yiT 

+  (- Jaf  4- |ae*)C08(yi'+yj'+yg'+y,') 

-  (*««•  +  r,'')  "«(yi'+y.'+y.'-äy,') 

+       (-  l  ««■  +  ^o«')  oos(j,,-+,,-+,,'+2y,') 

«^■cos(y,'+y,'+y,'-2(y,'  +  y,')) 

-  ^««•c08(.v,'  +  y,'  +  y,'-Sy,') 

-  J  a«"coe(y,'+y,'  +  y,'+3yj') 

-  y|,««'cos(y,'+y,'  +  y,'-4y,') 

-  m«<'coB(y,'+y,'+y,'+4y,'). 
Hier  hat  man 

(5)  ?"-sin>y 


Ckabu^i  MvBbullt  Sh  H 
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gesetzt,  wo  J  die  Neigung  der  ABteroidenbahn  gegen  die  Jupiter- 
babn  bedeutet 

Ffir  F^  erhalten  wir  aus  den  LsvxBBiEB'sclien  Entwickelangen 

ide  Form: 

-  i(^'-'>  +  ^'+«}«!»]  0O8j(yi'H-y;  +  y,') 
+  ((,-„6i>+4.-»)^')+^(3_7i+4iV<,"+(-2-2iV," 

-»-"«(DI 

X  008(!(y,'+y,'+y,')-yi')] 

+  2[(i(-5'+*'^^"°+(-l  +  2"M?  +  ^S?)(-j-)' 

+  (J(lli-S2i'  +  30i'-8iV''  +  i(8-29i  +  24i" 

-  804»  +  (-  4  +  SiV?  +  «'■'<!?  +  *'*.")  (I)  1 
X0O8(i(j,'  +  j,-  +  y,')-2jr,-) 

+  2i-»"-''i'««('(!'i'+s.'+y.T-2(yi'+y.1) 

+  2[i(-'ät+16i"-4iV'"  +  +(-3  +  9i-4'V,'' 

+  (2-2.M»)-4«](j)" 

Xcosptyi'  +  y.'+y.T-Sy,) 
+  2[A(-206>  +  28Si'-120i'+iei')^l0 

+  t(- 16  +  69i-  42i"  +  8i')^<« 

+  K8-13i+4i')JJ> 

+  (-  8  +  2,v»>  +  ^m]  (i)'cos  (■•(y,'+y,'+  y.l  -  4y,). 
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Ich  werde  iodessen  die  I^twickelang  der  StSrangsrimction 
nicht  in  dieser  Form  benutzen,  aondem  zuerst  eine  Transfornution 
der  Coordinaten  TOmehmen.  Es  ist  nämlich  wOnschensirerth,  statt 
x^'  und  T,'  andere  Coordinaten  einzoführen,  so  dass  die  Störungs- 
functioa  nach  Potenzen  derselben  entwickelt  werden  kann.  Wir 
haben  in  YI  §  1  gesehen,  wie  dies  im  allgemeinen  DreikQrper- 
Problem  erreicht  werden  kann. 

Hier  genügt  es  zn  setzen: 


(6)  ,  ,  ,  .  , 

80  dass  also  die  neuen  YeAnderlichen  in  folgender  Weise  dorch 
die  ellipÜBchen  Memente  ausgedrflckt  werden: 

(6*)        X,  =  y^(i  -  yi^rr») ,       y,  -  -  «  +  jv^r, 


(       *,  -ya(l-e»)(l  — cos/),      y, --i2  +  A'*. 

Die  Stömngsfimction  läset  sich  dann  als  eine  B«ihe  nach  den 
positiven  Potenzen  Ton  z,  und  y^  ansdrtlcken. 
Man  hat  nach  den  obigen  Belationen 

(  *«  =  1£l  _  V 


welche  Werthe  wir  In  die  Entwickelnng  der  StSrungsfonction  ein- 
zuführen haben. 
Setzen  wir 

(T)  ,»=_^  =  a., 

a/o      2», 

und  brechen  mit  der  rierten  Potenz  von  a  ab,  haben  vir  also 

24" 
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Indem  wir  odb  auf  die  Bewegung  in  eitur  Ebene  (der  Ebene 
der  Jupiterb&hn)  beechiftnlea,  kötmen  wir  nun  die  Entwickelnns 
der  Stönmgsfanction  in  folgender  Form  schreiben: 

+  ^2  ^f  C08  ['>!  -  yi+y.] 


oder  kurz: 

(8)  J-»._2  §^."'»«['y.-'(y. +  !-.)]. 

WO  die  CoSfficienten  fj"  in  folgender  Weise  Ton  x,  nnd  x^  (  =  ya) 
abh&ngen. 

FUr  <=-0  hat  man: 

i>m  =  j^ro  +  (_  2i»  jm  +  ^'«  +  ^(f>}«« 

+  (|(7i»  +  16i*)J(')_(i»-fl}4')_(2i»+l)4'i  +  3^™  +  34i)a*, 

mit  folgenden  Autnahmen: 
t^r  i  -  0.- 
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C^'I'-jil +  *(',-'■) 

+  l>aA«'+{A«'  +  A«'),' 
+  (-  J!\'  -  A''  +  SAl'  +  S<ll']. 
JSr  t  =  1  und  i  —  —  1 ; 
fi-"  =  pij'  _  ^jf"!  -  ^a  +  (a  -  2^"'  +  ^'u  +  ^i;')s' 

+  (-}«+  V  -<"'  -  2^1'  -  3^'"  +  ^A",'  +  3^i|')i'. 
Für  «»  1    hat  man: 

+  ((2i-6.'+4i')^»)  +  i(4-7i+4?)/(ip+(-2-20/(m-3-<«>)i', 

mit  des  AMmahmtn; 
Für  i-+l: 

P",'  =  l3ii-2Af"-A'\1, 

+  {-i«  +  A"'  +  ^A\>  -iA",'-  aAf\1 1' . 

+  (}«  -liA!"  +  i^A>\'  -  3A<\'ll'. 

Für  «  =  2  hat  man: 

i»«-  (i(-  5.'+  4i>)^m  +  (- 1  +  20^«  +  A'f)  t' 

+  (KV  -  38i"+  30i"-8i<)4»+  i(U  -  29i  +  24i'-  8i>)^»i 

+  (-  5  +  3i)^m  +  4!j('P  +  4^»)  i' , 

mit  den  Ausnahmen: 
Für  .-+1: 

+  (-f +i^'»-}^';'-24o  +  44-;i  +  4^;>)<'. 
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Mr  i-—  1: 

Für  <  —  8   hat  man: 

i";i-[i(-13.  +  16V'-4iV"  +  i(-3  +  9>-4"V? 
+  (2-2i)4i)-40],>, 

mit  den  AaenaJimen! 
FOr  t-+  1: 

p";  -  (-  j «  -  j^"i  +  ^'i'  -  ^i')i». 

Fir  t--\: 

f-»  -  (-  f  u  +  V^'"  -  8-<'|'  +  4^;'  -  J!'^t'. 
Fflr  «»4  bat  man; 

i™  _  [^(_  206i  +  28S!'  -  120ti  +  lei«)  Jio 
+  J(_  16  +  59i  -  42i"  +  ii')Af 
+  i(8-13i+4i')4') 
+  (-3  +  2i)4«  +  jf»)].* 

mit  den  ^tuTuiAmen; 
^r  i  =  +  l; 

i"i'  -  [  -  ^  -  s^»' + 4^'r  -  i^i;'  -  A\> + ^;i] .'. 

Für  t-i-  1: 

Die  Co^cienten  J^  hängeB  nur  Ton  a,  d.  h.  von  Zj  (=yä)  ab. 
Ea  ist 
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§  4.    Dat  DELAUNÄi'MhB  Bvbian. 


Nach  der  Definition  (8*)  hat  nuui  aber 


(9)  r.^-2,4»  +  2{.  +  l)4% 


SO  dasa 

ist. 

Will  man  die  Stiirtingen  bie  zum  vierten  tJrade  berücksichtigen, 
so   mnsa   man  die  Grössen  ^^  fOr  <  »  0,  ],  2,  3,  4,  5  berechnen. 

Die  GfrOsse  e  hängt  ron  f,  und  z,  ab.  Ihre  partiellen  Ab- 
leitnngeu  Unten 


(10) 


Die  Ableitungen  tod  <  nach  r,  enthalten  also  s  im  Nenner. 
Dies  kann  unter  UmsULnden  Schwierigkeiten  venirsachen,  wenn  man 
nämlich  im  DELA.TTNAY'BcbeD  Problem  Olieder  I**"  Grades  berück- 
sichtigen muß.  Man  vermeidet  diese  Schwierigkeiten,  wenn  man  in 
analoger  Weise  wie  in  VI  §  1  neue  Coordinaten  einführt. 

In  Bezug  auf  die  CofifiScienten  jf^'^  ist  zn  bemerken,  dass 

Jr"  -  ^^ 

ist  Auf  die  Methoden  zur  numerischen  Berechnung  dieser  OrQssen 
gebe  ich  hier  nicht  ein.  Levebbibb  hat  in  seinen  Untersuchungen 
ausführliche  Vorschriften  darüber  gegeben,  die  indessen  in  einigen 
Beziehungen  vereinfacht  werden  können.  Es  ist  besonders  wfinschens- 
werth,  vollständigere  Methoden  zur  Controlle  der  Rechnongen  ein- 
zuführen. 

S  4.    Das  DELAUNAY'sche  Problem. 

In  seiner  berühmten  „Tliiorie  du  mouoemetU  de  la  bine"  hat 
Dblauhat  eine  neue  und  geniale  Methode  eingeführt,  um  zu  den 
Integralen  des  Problems  der  drei  £8rper  za  gelangen.    Sie  besteht 
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876      üeber  dU  Form  der  InUgraig  im  Problom  der  drei  KSrper. 

veseatlich  in  der  EinfQlining  einer  neaen  iDtermedülren  Bahn 
statt  der  EzPLER'scheD  Ellipse.  Durch  TariatioD  der  Elemente 
dieser  iDtermediären  Bahn  —  oder  richtiger  einer  Reihe  solcher 
intennediäreo  BahneD  —  gelangt  DrauuHAT  zu  einer  rein  trigono* 
metrischen  Form  für  die  Coordinaten  im  Mondprobleme.  Wir 
werden  in  einem  folgenden  Paragraphen  auf  diese  Frage  znrOck- 
kommen,  hier  wollen  wir  zuerst  die  rein  mathematische  Bebandlnng 
des  Problems  Torauseenden. 

Die  reellen  Grössen  x^,  x^,  tf^  y,  seien  durch  folgende  Diffe- 
rentialgleicfanngen  bestimmt: 


wo  F  die  Form 

hat,  in  welchem  Ausdrucke  0,  A^,  J^,  ...  g^ebene  Functionen 
von  Tj ,  X,  sind,  die  in  jedem  Punkt  (a,  b)  innerhalb  eines  gewissen 
Gebietes  nach  den  positiven  Potenzen  von  ',  —  a  und  x^  —  b  ent- 
wickelt werden  kCnoen.  Die  Aufgabe,  die  WerthäDdemngen  von 
"i'  'i>  .Vi>  !ft  aufzusnchen,  werde  ich  das  BMiuvMA^sche  Problem 
nennen. 

Da   F  von  y,   unabhängig   ist,    so    findet    man    zuerst,    dass 
dx^:dt  =  Q  ist,  so  dass  also 

(2)  X,  =  Constaos 

ist     Die  Aufgabe  ist  also  thatsächhch  auf  die  Betrachtnng   der 

Gleichungen 

.„,,  dx^_dF          dy,__BF^ 

^     '  dt  ~öy.'         dt            dx, 

reducirt,  ein  Problem,  das  wir  mit  den  Methoden  des  vorigen  Para- 
graphen l&sen  können.  Wir  mfissen  nnr  in  Betracht  ziehen,  dass 
F  einen  Parameter  —  x,  —  enthält,  so  dass  die  singulären  Ponkte, 
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^  4.    Daa  DELitarÄi'ache  I^oblmn. 


377 


die  wir  zn  betracht«n  haben,  thatsächlich  als  tinguläre  Curven  aaf- 
treten  werden. 

Unser  erstes  Problem  ist  also,  diese  siogolAren  Gurren  anf- 
zusuchen.  Nach  dem  Theorem  im  vorigen  Paragraphen  erhält  man 
dieselben,  wenn  man  f,  nnd  y^  mittelst  der  G-leichangen 


(3) 


-0 


SF 


etiminirt  und  die  Werthe  in  die  Gleichung 

(3*)  C=>0  +  24«>8»>. 

einsetzt. 

Ohne  die  specielle  Form  der  Functionen  0,  A^,  A^,  Ä^,  . .  ., 
zu  kennen,  kann  man  gewisse  allgemeine  Betrachtungen  Ober  das 
EliminatioDsresttltat    anstellen.      Die    zweite    Gleichung  (3]    lautet 
nämlich 
(4)  0  'M  A^äni/i  +  2J^mi2ifj  +  3J,sinSy,  +  . . . 

and  man  findet  gleich,  dass  diese  Gleichung  die  Wurzeln  ^^  —  0 
und  y^^n  hat  Wenn  noch  andere  Wurzelwerthe  tut  y^  Yorkommen 
können,  so  müssen  sie  die  Gleichung  befriedigen,  welche  man  erhält, 
indem  man  (4)  mit  siny,  dividirt 

Mut  leitet  indessen  leicht  folgende  Relationen  ab: 

"^  *^    =  2(co8y  +  cos3y  +  co35y  +  ,.,  +  co3{2i  —  l)y)  , 

"°^'in~  "^  =  1  +2c03  2y+2c08  4y +...  +  2c08(2i-2)y. 

und  folglich  hat  man 


-  ^  +  84,  +  54.  +  7^  +  . . . 

+  2(2^  +  44.  + 64, +  ...)0O8y, 

+  2(34,  +  64,  +  74,  +  .  .  .)COT2y, 

+  2(44.  +  64,  +  ...)0O8S,, 

+ 
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378       Üebtr  die  Form  der  btUgraU  im  Problem  der  drei  JfSrpar. 

Aus  dieser  Formel  läest  sich  häufig  leicht  benrtheileii,  ob 
andere  Wurzeln  als  0  und  n  Torkommen  können.  In  vieleu  I^ea 
couTergirt  die  Beihe  der  J-Co^cienten  ao  rasch,  dasa  das  erst« 
Glied  in  (5)  die  Sunune  der  übrigen  Oberragt,  in  welchem  Falle 
offenbar  keine  anderen  Wnrzeln  Torkommen  können.  lat  aber  die 
Convergeoz  der  Beibe  (3")  eine  schvache,  bo  werden  im  Allgemeinen 
andere  aingnläre  Wertbe  als  0  nnd  n  fOr  y,  auftreten  können. 

Wir  wollen  die  Wurzeln  y,  —  0  and  ^i  «  R  etwas  idher  in 
Betracht  ziehen.  Die  entsprecbenden  Wertbe  tOx  x,  und  C  werden 
aus  folgenden  C^teicbnngen  erhalten: 


m 


Vi  - 

0, 

c- 

<l>  +  d,  +  jl,  +  j,  +  ... 

0. 

«» 

«^ 

-lt  + 

SA,       SA, 

1.,  +  e.. 

Ji  - 

», 

0- 

41- 

j,  +  j. 

-A,  +  ... 

0- 

ag 

-^  + 

sj,_aÄ^ 

-^+- 


Wird  X,  zwischen  den  beiden  Gleichungen  (6)  eliminirt,  ao  be- 
kommt man  eine  Belation  —  i),  [x,,  (7)  —  0  —  zwischen  x,  und  C, 
welche  die  Gleichung  filr  die  zu  y,  *  0  gehörende  sio^^uläre  Corre 
giebt.  Aus  (6*)  erhält  man  in  gleicher  Weise  die  Gleichung 
i>,(x,  (7)  — 0.  Das  Eliminationsreaultat  zwischen  einer  Function 
nnd  ihren  abgeleiteten  Functionen  nennt  man  die  Däcrimitumte  der 
Function.  Die  Functionen  i>|  nnd  i>,  sind  also  die  Discriminanten 
der  charakteristiBchen  Function  /*  fOr  y,  =  0  und  y,  «  n,  welche 
Discriminanten  häufig  mit  Hilfe  der  Methoden  der  Algebra  erhalten 
werden  können. 

Betrachten  wir  z.  B.  den  Fall 
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wo  Og,  o,  nnd  d,  gewisae  Fimctioneii  von  x,  sind  und  ^■•J,-...>-0 
angenommeB  werden,  so  laaten  die  GtleichangeD  fQr  die  singolfifsn 
CnrreD 

r         o.2),(,„C)-v-<K-c)«.. 

I  0.i),(r„C)_V-4(«.-C)=,. 

SO  dass  in  diesem  Falle  D^  und  B^  zasammenfallen. 
Wäre 

so  hat  man 

f        0  =  J),{x,,C)  =  {a.+b^)'-4{ag-C)a,, 
I        0  =  I),{T,,  C)~{a,-b,)'  -  41a,  -  C)a^. 

Diesen  beiden  Annahmen  über  F  entsprechen  zwei  wichtige 
Fälle  im  Dreikörper-Problem. 

FOr  etwuge  ADweDdnngea  schreibe  ich  noch  nach  Sümos 
(„Higher  Algebra",  S.  806,  1876)  die  Discriminante  hin  unter  der 
Voraussetzung,  dasa  P  vom  vierten  Grade  in  x^  ist^  so  dass 

■P  =  «0  +  O]  *i  +  =1  'i*  +  '^  ^i'  +  «*  »1* 

ist     Man  hat  dann 

i)  -  4(12ao «4  -  3a,  o,  +  a,y- (72 fl,aja^  +  9a,  a,a, 

-27o,»a^-27aoV-2a,T- 

Liegen  die  Werthe  Ton  C  and  x^  auf  einer  singul&ren  Curre, 
so  entsteht  nach  dem  vorigen  Paragraphen  immer  Limitation.  Im 
Allgemeinen  begrenzen  die  CtureD  D^^O,  i>j=0  verschiedene  Ge- 
biete der  Vei^nderlichen  C  und  x^,  inserhalb  welcher  besonders 
oharakterisirte  BewegungsTerhältoisBe  auftreten.  So  kann  z.  B.  in 
einem  Gebiete  die  Grösse  y,  zwischen  zwei  endlichen  Grenzen 
periodisch  schwanken,  in  einem  anderen  wird  sie  mit  t  ins  Unend- 
liche wachsen.    Die  singuläreo  Curren  spielen  also  die  ßoUe  von 
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DücontinuiiäUcurven,  indem  uämlicli  beim  Uebergang  Qber  eine 
solohe  Cture  der  analytische  Ausdniok  f&r  die  CoordiDaten  aprang- 
weise  in  andere  Formen  abergeht. 

Die  Darstellung  der  Coordinat«n  im  BELAOsi.T'scbeD  Problem, 
als  Functionen  der  Zeit,  geschieht  im  Allgemeinen  ziemlich  ein&ch 
unter  Anwendung  der  KAMn.TON-JAOOBi'achen  partiellen  Differential- 
gleichung.  Als  „(^-Coordinaten"  kann  man  je  nadi  den  umständen 
entweder  die  tf^  und  y,  oder  die  x,  und  r,  benutzen.  Im  vorigen 
Falle  hat  man  die  Differentialgleichung 

za  betrachten.  Da  t  und  y,  nicht  in  F  Toricommen,  so  kann  man 
das  Integral  in  folgender  Form  ansetzen 

(8*)  r~Ct+a,!f,  +  if{y,), 

^<>  ^{?i)  ^°B  d^  OleiohuDg 

zu  bestimmen  ist.    Hat  man  ein  Integral  dieser  Gleichung 

mit  der  Integration sconstante  a^  gefunden,  bo  erhält  man  die 
Coordinaten  aas  den  Gleichungen 

o         SC  ,  ,  BW  BW 

„        sc  ,  ,        ,    dW 

^'^T^'+y»+-B^,'    ^»  =  «»- 

Aus  (1*)  und  (8*)  ist  ersichtlich,  dass  —  tod  den  singnlären 
Werthen  der  Gonstante  C  abgesehen  —  dfT:  dy^  eine  periodische 
Function  von  y  ist,  und  dass  W  die  Form 
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*  =  J„y,  +2Jj8inyj  +  25j8in2y,  +  2Ä,Bin3y,  +  . .  . 

hat  Hier  bezeichnet  Bf,  eine  gewisse  Fanction  tod  «j  und  (7. 
Nun  ist  aber  die  Wahl  der  Integr&tiöQeconetaute  a^  willkürlich; 
wählt  man  sie  gleich  S^,  so  nehmen  die  Gleichungen  (9)  folgende 
einfache  Form  an: 


(10) 


[vn 


»1  =  «1  +  22' ^COS'?!. 


Einen  analytischen  Ausdruck  filr  die   GoSfficienten  ^^  findet 
man  leicht    Man  hat  thats&chlich 


(11) 


i  5,  =  —  /  «j  008  iyj  rfyj , 


wo  der  Werth  von  x^  aus  der  Gleichung 
einzusetzen  ist    Für  t  =  0  hat  man 

(in  ■B.-«,-^/',''».. 

durch  welche  Relation  a^,  o,  und  C  mit  einander  verbunden  sind. 

Das  DsLADNAX'sche  Problem  ist  hiermit,  wenigstens  für  nichts 
singulare  Werthe  Ton  C,  vollständig  gelöst 

Würde  man  x^  und  x,  als  ,^-Coordmaten"  benutzen,  was  in 
diesem  Probleme  im  Allgemeinen  vorzuziehen  ist,  so  gestaltet 
sich  die  Lfisung  folgendermassen : 
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Die  HAHiLTOii-jAcoBi'Bohe  Difiereatialgleichaiig  ninunt  die  Form 
(12)  fr^^..^-,_. 


an,  oad  folglich  kSnnen  wir 

setzen,  wo  q>  eine  willkürliche  Fimctioa  von  r,  hezeichnet  und  V 
ana  der  Gleichung 

(121  rl^,,,,^)--^ 

beBtimmt  wird.    Wir  wählen  am  einfachBteo  ?>(xi]  =  ar,,  so  dass 
(12*^  r-C(  +  a,'x,  +  *r 

ist    Die  Gleichong  (12*)  hat  nach  (1*)  die  Form 


(13) 


*('i. «»)  +  2-^1"*' 


^x^ 


-C. 


Wir  denken  ans  diese  Oleichoog  nach  dF:dfj  au^elfist,   so 
daas  man  hat: 


(14) 


BW        y,  _ 

-j^  -  -r(*„  *„  «,-), 


WO  Kj'  eine  vorläufig  unbestimmte  Function  von  C  und  z,  bezeichnet 
Die  Integrale  der  Oteichnngen  (1)  werden  nunmehr  aus  den 
Relationen 

BW 


(U*) 


ö<h'  ~  S 


^'  + 


3«,' 


dW 


-(  +  «,'  +  - 
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Die  Form  der  LSBting  ist  nicht  so  leicht  za  Übersehen  wie  im 
vorigen  Falle.  Wir  können  indessen  die  obigen  Öleichnngen  ver- 
ein&chen.  Zuerst  wollen  wir  zeigen,  wie  man  die  Grösse  ce,'  in 
solcher  Weise  w&hlen  kano,  dass  die  mitüeren  Bewegungen  der 
beiden  Winkalgrössen  y,  und  ^,  mit  bazw. 

BC     „,      dC 

zusammenfallen. 

Ans  dem  Integrale 

ist  ersichtUch,  dass  Zj  unveriLndert  bleibt,  wenn  y,  mit  2n  ^Uihst. 
Die  mittlere  Bewegung  tob  y^  ist  also  gleich  2»  dividirt  durch  die 
Periode  von  x^.    Diese  Usst  sich  aber  aus  der  Gleichung 


bestimmen.    Ist  nämHch  r,  der  Minimalwerth  von  x^  und  r,  sein 
Maximalwerth,  so  hat  man  nach  (14) 


^=jKdx^, 


da  man  das  Becht  hat,  die  eine  Grenze  des  Integrals  beliebig  zu 
w&hlen.     Folglich  wird 

■i 

da,        J    da,'       t' 
wenn  die  Integrationsconstante  y^   so  gewählt  wird,  dass 


wird  fOr  «1  »  r,. 


.y  Google 


384       üeber  die  Form  der  Miegral^  im  Proi^em  der  drei  Körper. 
Nennt  m&n  27  die  Periode  von  x^,  eo  hat  man  offenbar 


(16) 


äV 


-/^ 


d.,. 


Die  rechte  Seite  dieser  Qleichung  Ifisst  sich  als  die  partielle 
Ableitung  einer  gewissen  Function  von  a^'  und  x^  darstellen.  Setzt 
man  fOr  den  Augenblick 


ä-^  «  —  /  "ä— r  ax,  H Je,,  "ä— V J 


Bas  letzte  Glied  in  diesem  Ausdrucke  Terschwindet  nach  den 
gemacht«u  Toraussetzungen,  weil  £,,—  0  ist.  Andererseits  ist 
f  ^  «  ff,  und  man  hat  also 


9    _  1    r  8JC    ,_    ,     Sr, 


Setzt  man  also 
(16)  Qj^~  fKdxj-r^, 

80  ist 


(!«•) 
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Wir  kOnneii  fol^ch  die  G-leichnng  (15)  in  der  Form 

(17)  _|^3._,|^ 

schreiben. 

Wird  die  mittlere  Bewegong  der  Gr&Bse  y^  mit  n^  bezeichaet, 
ao  ist 

tind  also  Dach  (17) 

*       '  T  Öo,'  da,' 

Wir  wollen  jetzt  einen  Ausdruck  fOr  die  mittlere  Bewegmig  n, 
der  Grösse  ^,  anfenchen.  Za  diesem  Zweck  sucken  wir  zuerst  das 
mit  (  mnltiplicirte  Glied  in  dW:dx^  au£ 

Man  bat 


axf       J    ax,       1       J    oxf    dt 


WO  ((,  den  Werth  Ton  (  bezeichnet  fUr  *,  =  r,. 

Nun  ist  dKidx^  eine  periodiBche  Function  in  n^t  +  c^  —  wo 
unter  c,  eine  gewisBe  Constante  bezeichnet  wird  — ,  so  daas  man 
fOr  den  Cogfficienten  von  t  rechter  Seite  in  der  obigen  Gleichung 
nach  dem  FocBJEB'scben  Theorem  den  Werth 


0  i^ 

erhält.    Also  ist 

Die  Formeln  (17*)  und  (18)  sind  allgemein  gültig.  Besonders 
ein&che  Werthe  erhalten  diese  Grossen,  wenn  i^'  mit  Q,  zusammen- 
falleu  sollte.     Bann  hat  man 

Chuubb,  Usohtnlk  dM  Hlsuasli.   11.  2& 
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(19) 


dC 


">*      T^ 


Würde  dagegen  a^'  mit  C  zusammenfEtlleii,  so  würde  man 
erhalten 

fl,  "       dC '        «,        da^ ' 

Lässt  man  a'  mit  Q^  zusammeofiallen,  in  welchem  Falle  wir 
die  Oleichungen  (Id)  erbeten  haben,  kOnneo  wir  beweisen,  dass 
ccj'  _  —  ccj  iat 

Man  hat  in  der  That 

«i'—  —  /  Kdx^  —  r, , 
1 

«1  »  —  /  *i  rfyi . 

0 

Durch  theilweise  Integration  erhält  man  aber 

jrj '"  •'^i "  V  /  'i  yi  ~  irj  y>  '''i  > 

0  0  r, 

and  da 

h).-'ii     (y.!.-«;     (y,)»-o 

und  aaeserdem  nach  (14*) 

iat^  80  erh&lt  man  eomit 

(20)  < «,. 
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§  4.    Daa  DxLACNAT'tehe  ProNem. 


Da  nach  (8*^  und  (12*)  noch  die  BeUtion 
C'~-C 


bestellt,  80  hat  man 


•  3«, ' 

mit  den  Formeln  (10)  HbereiustimmeDd. 

Die  Berechnnng  der  analytischen  Aasdtücke  für  die  Coordi- 
naten  im  DBLADNAY'Bchen  Problem  stellt  sich  offenbar,  rein  mathe- 
matisch genommen,  viel  ein&oher  und  Qbersiclitlioher,  wenn  man 
y,  und  ff^  als  „^Coordinatän"  annimmt,  als  wenn  man  x^  und  x, 
als  solche  benutzt.  Indessen  ist  die  letztere  Wahl,  wie  schon  ge- 
sagt worden  ist,  in  praktischer  Hinsicht  Torzaziehen.  Die  Ursache 
hiervon  ist,  dass  man  im  Ansdnicke  (1*)  fUr  ^  im  Allgemeinen  nur 
wenige  Glieder  in  der  Summe  mitzunehmen  braucht,  ja  dass  öfters 
eis  eioziges  Qlied  eine  gute  Annäherang  geben  kann.  Die  Folge 
hierron  ist,  dass  die  Auflösung  der  Gleichung  (8**)  in  Bezug  auf 
d  IT:  d^j  sich  im  Allgemeinen  viel  schwieriger  gestaltet,  als  die 
Berechnung  Ton  dWiöx^  ans  der  Gleichung  (12^  Indem  ea  im 
letzteren  Falle  öfters  genügend  ist,  eine  Gleichung  ersten  oder 
zweiten  Grades  aufzulösen,  muss  man  in  (8**),  um  dieselbe  Genauig- 
keit zu  erreichen,  eine  Gleichung  wenigstens  des  Tierteo  Grades  in 
Betracht  ziehen. 

Die  weitere  Verfolgung  der  Lösung  geschieht  folgendermassen; 

Man  wählt  tc^  =  Qj  und  erhält  aas 


(21) 


Öo,'     ^'1  Sa,' 


in  bekannter  Weise  x^  als  eine  periodische  Function  von 

Die  zweite  Gleichung  (14*)  giebt 

z,  ~  7,'  »  Gonstans. 

SB* 
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Die  dritte  uod  vierte  Gleichung  giebt  unter  AnweadaBg  von 
(14)  y^  und  y^  als  Integrale  über  bekannte  Fonctionen  von  ^r,,  die 
man  in  FonitisB'sche  Reihen  nach  Vielfachen  des  Ärgamentea  (21) 
entwickeln  kann.  Man  erhält  aomit  y^  und  y^  als  Functionen  der  Zeit. 

Wir  werden  in  einem  folgenden  Paragraphen  Gelegenheit  haben, 
dies  Verfahren  näher  zu  beleuchten. 


§  5.   üeber  die  CommensurabllltSten  niedrigen  Gradee. 

Sind  die  mittleren  Bewegongen  n  und  n'  zweier  Planeten  nahe 
commenaurabel,  so  dass  geniert 

ist,  wo  /f  und  9  ganze  Zahlen  bezeichnen,  die  zu  einander  relativ 
prim  sind,  so  entstehen,  wie  vir  in  VI  §  4  gesehen  haben,  grosse 
Störungen  in  den  Coordiuaten  der  Planeten,  deren  Stadiam  mit 
bedeutenden  Schwierigkeiten  verbunden  ist.  Den  absoluten  Betrag 
der  Differenz  q  —  p  nennen  wir  den  GTcid  der  Gommensurabilitftt. 
Wird  ein  Glied,  das  in  den  Störungen  erster  Ordnung  das  Argument 

[pn  —  qn')t  ■\-  Oonstans 

hat,  aus  der  StÖrungsfunction  herausgenommen,  kann  man  mit 
Bilfe  des  DELAüHAT'scben  Problems  ein  angenähertes  Studium  der 
Bewegung  vornehmen.  Die  diesbezltglichen  Untersuchungen  sollen 
Gegenstand  der  Betrachtungen  dieses  und  des  nächsten  Paragraphen 
ausmachen. 

Ich  fange  mit  den  Commensurabilitäten  niedrigen  Grades  an. 
Bei  vielen  der  kleinen  Planeten  kann  man  durch  Betrachtung  eines 
solchen  Gliedes,  unter  Hinznnahme  der  secularen  Störungen  — 
welche  das  DBLAUNAT'sche  Problem  erlaubt  gUickzeitiy  in  Betracht 
zu  ziehen  —  zu  einer  sehr  angenäherten  Kenntniss  der  Bahn  des 
Planeten  gelangen.  Eine  solche  Untersuchung  hat  auch  ihr  grosses 
theoreÜBches  Interesse,  da  sie  eine  Ahnung  giebt  von  den  grossen 
Schwierigkeiten,  die  man  zu  Überwinden  hat,  um  zu  der  allgemeinen 
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Lösung  des  Dreikörper -Problems  zu  gelangen.  Die  Betrachtung 
der  ConunenBarabilitäten  hSheren  Grades  ist  yod  nicht  geriogerem 
loteresse  f&r  diese  Frage. 

Indem  wir  nns  immer  noch,  nm  die  principiellen  Gesichts- 
pnnkte  heirorheben  zu  können,  auf  das  asteroidische  Dreikörpw- 
Problem  in  der  Ebene  beschränken,  nehmen  wir  aus  dem  Ausdrucke 
fQr  die  Stömngsfunction  —  Gleichung  (6)  des  dritten  Paragraphen 

—  folgende  Glieder  heraaa: 

1}  Die  in  F^  enthaltenen  Glieder  nulltet  Ordnung  in  Bezi^  auf 
die  Masse  —  also  in  den  Coordin&ten  x^,  x^,  y^,  y,  des  TOrigen 
Paragraphen  auBgedrückt 

2)  JHe  geetäaren  Glieder,  die  wir  mit  [F]  bezeichnen.  Diese 
sind  nach  dem  Ausdrucke  fUr  P<°>  im  dritten  Paragraphen 

(2)  [^-;*[J^*'+(^<t'+^J').'+(-^:'-^J'+8^r+3^!}«*]- 

3)  Diejenigen  Gheder  in  F,  welche  ein  bestimmtes  Aigument  y 

—  wo  y  eine  lineare  Function  von  y^  und  y,  ist  mit  gänzzahligen 
Co6£&cienten  —  und  seine  Tielfachen  enthalten.  Wir  schr^ben 
diese  Glieder  in  der  Form 

2ö,cosiy, 
wo 

und  G^,  Gf,  G„...  bekannte  Functionen  Ton  f,  und  x,  sind.    Die 
Grössen  t^  und  j,  bezeichnen  beliebige  ganze  Zahlen. 
Indem  wir 

(3)  -Ä  =  -Fo  +  [^  +  2  fffCOBiy 

setzen,  sind  wir  also  zur  Betrachtung  der  Gleichungen 
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dt~Öv,'        dt~      dx,' 

dt   ^  öy,'         dt  "       flaj, 
gef&IirL 

Diese  Gleichangen  sind  toq  der  Form,  die  wir  in  §  4  für  das 
DELADVAi'sclie  Problem  voraosgeaetzt  haben,  oder  IcODnen  wenigstens 
durch  eine  lineare  Transformation  der  Coordinatea  auf  diese  Form 
gebracht  werden.  Wir  können  anch  die  im  genannten  Paragraphen 
gemachten  Untersuchungen  hier  direct  anwenden. 

Statt  Tom  Ghrade  \^  —p\  einer  Commensurabilität  zu  sprechen, 
sagt  man  auch,  dass  die  Gommensnrabilit&t  vom  Typiu  p:q  ist  Es 
ist  zn  bemerken,  daBS  das  entsprechende  periodische  Glied  in  F 
immer  Tom  Qrade  \q  —  p\  in  Bezug  aof  die  Excentricitäten  und 
die  Neigungen  isL 

Um  die  Ausdrucksweise  zu  pr&cisiren,  nehmen  wir  jetzt  an, 
dasB  es  sich  um  die  Üommensnrabilitäten  vom  Typu$  IjS  handelt 
Das  entsprechende  periodische  Hauptglied  in  (3)  ist  dann  vom 
zweiten  Grade  in  Bezog  aaf  die  Escentricität.  Aus  der  Formel  (8) 
des  dritten  Paragraphen  erhalten  wir  fllr  <  =  2  und  t  =  3 : 

Weiter  erhalt  man  f ür  «  «  4  und  i  —  6: 
(4')        /iP';'-ff,  =  /i{157^'"  +  ^^';'  +  37^;>  +  9J'J'+^';')e*- 

Für  das  Ä^ument  g  erh&lt  man  den  Werth 
(6)  J7  -  8y,  -  2(y,  +  y.)  -  y,  -  2y, 

oder  nach  den  Formeln  (6*)  des  dritten  Paragraphen 
{5*)  g-l~%Nt+%j(. 
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§  5.     üeber  du  Commmmaralniitätm  niedrigm  ÖndM.         391 
Wir  fllhren  jetzt  mittelet  der  linearen  Transformation 

statt  z,,  x^,  j/j,  y,  die  nenen  Coordioaten  A^,  A^,  X^,  Jt,  ein.    Nach 
§  1  sind  diese  Goordinaten  anch  canoniscb.    Wir  haben  also 


(6) 


oder  in  den  osciUirenden  Elementen  anegedrUckt 

4-|o(l-    yn^"),      i, -t(8JVf-i-3ii), 


(6")     , 
ond  es  ist 


(7) 


ist 


dÄ^        dB 

dt   ~  3i,  '         dt  dA, ' 

rfJ,        dS_         dX,  dB 

dt   ~  Bit'         dt   ~      dJ^' 

Ä  -  ii  +  [^  +  2  G,C082iÄj 


Die  Grössen  F^,  {_F]  nnd  ff,  sind  durch  (1),  (2),  (4)  nnd  (4'] 
als  FonotioDeD  von  x^  und  x^  gegeben.  Es  erfibr^  noch  diese 
Grössen  als  FnnotioDeD  Ton  A^  und  A^  darzustellen. 

Ans  (6)  erhält  man 


(8) 
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892       XJther  di»  Form  der  InUgraU  im  I^robUm  der  drn  Eärptr. 
so  dfws  man  zoeist  erhält: 

In  Bezug  auf  [F]  und  0^  empfiehlt  sich  nach  den  Potenzen 
TOQ  A^  za  eotwickeln. 

ErsteDB  bekommt  man 


(1°)         '•-Ä-iiir^-'"+'"+'"+- 


gesetzt  worden  ist 

Die  GrOBsen  J^  Bind  nach  dem  dritten  Paragraphen    durch 
die  Formel 

li_     da' 
definirt  und  sind  also  Functionen  nur  Ton  x..    Man  hat  also 

-^«-.■■('.m-"(4m-- 

wo  in  den  Aosdrtlcken  innerhalb  der  Elammem  nach  den  Diffe- 
rentiationen ;c,  =  ^  zn  setzen  ist 

Aus  der  Formel  (9)  des  dritten  Paragraphen  leitet  man  aber 
leicht  folgende  Relationen  ab: 


^^'-..«+4.», 
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so  dass 

(11)  .     J(f>(A,  -  J^)  -  ^0  -  2t-*Af  +  t'*{A(^  +  4JV>)  +  .  . . 

iat,  aus  welcher  Formel  man  leicht  die  entsprechendea  AnBdrOclce 
für  Afp,  J<.p,  Af,  . . .  ableiten  kann. 

Da  es  hier  nicht  meine  Absicht  iet,  die  Commenenrabilitaten 
vom  l^QB  1/3  ToUständig  zn  imtersuchen^  sondern  nnr  einige 
principielle  Gesichtaponkte  herrorzuheben,  werde  ich  mich  in  der 
fönenden  üntfirsuchoog  aof  die  Glieder  zweiten  Oradet  in  [F]  nnd 
Gf  beachi^nken.    Dagegen  werden  wir  F^  nnverändert  behalten. 

Han  hat  also  noter  Berücksichtignng  von  (11) 


.in-.     I  ai.4.  — *ji.)'    ■       '   •    'i-^i 


■*  +  (i^A">  -i-bAf'^'  +  A'\')i''coa2K^\. 
Da  S  Ton  «I,  nnabhängig  ist^  bat  man  nach  (7) 
(13)  A,  »Conatans. 

Die  Grossen  J^  sind  also  bei  der  Integration  als  Constanten 
zn  betrachten. 

Zneret  sind  die  ein^lären  Wertke  der  InteffratiorucomtaTUen  za 
bestimmen.  Diese  erhält  man  nach  §  2  durch  EliminatioD  von  ^ 
nnd  1,  ans  den  Gleichnogen: 

dR       f.       BR^ 
Die  zwei  letzteren  Gleichungen  braten: 

(U-)     --|5.»o-2,.jr.'"8iii2;i,, 
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To  man  bat: 

(14*^  Ä"  =  -V-^"'  +  6^J'  +  '*'J'- 

Die  Gleichung  (14*)  hat  nnr  die  Wurzeln  A- ^(A  =  l,  2,3,...). 
Es  ist  za  bemerken,  dass  diese  Schlussfolgening  nicht  immer,  für 
Commensorabilitäten  niedrigm  (jrades,  gilt,  venn  man  Glieder  mit 
den  ÄrgumeuteD  41,  61  n.  b.  h.  mit  beracksichtigt  Es  können 
dann  Singularitäten  fOr  andere  Wertbe  als  /  =  0  und  1  ™  -^  auf- 
treten, wie  vir  in  §  4  gefunden  haben.  Im  Besonderen  gilt  dies 
fDr  Commensnrabilitäten  vom  l^ns  1/2,  2/3  o.  s.  ir.,  wo  die 
charakteristischen  Glieder  vom  Grade  eim  sind. 

Setzen  wir  die  Werthe  i  =«  0  und  A  =■  -|-  in  (14)  ein,  so  er- 
halten wir  folgende  Gleichungen  zur  Bestinunong  der  aingulärea 
Werthe  Ton  A^: 

Die  eBtsprecfaenden  Werthe  toq  C  erhält  man  ans: 

(16)  C~R  =  F,  +  \F]  +  iJ.Ki', 
(161  C-II-F,  +  iF]-ii.Ki'. 

Die  Qleichmigen  [15]  imd  (15")  kSanen  direkt  nach  A^  auf- 
gelöst werden.    Uan  erhält  ans  (16) 

(17)  A,-^A,  =  [iN-^^Jf\'^.K)Y'• 
und  aas  (15*) 

(IT-)  A,-iA,-(3N--t-^J!';-K^-''\ 


„Google 


§  6.    ÜAer  die  Oommmturabililättn  niedrigen  Oradea.  395 

Diese  Werthe  für  A^  sollea  in  (16)  ond  (16*)  eingesetzt  werden. 
Wir  erhalten  somit  zwei  Bel&tionen  zvisctien  A^  und  C,  welche 
ans  die  zwei  Mingvlaren  Carven  ftir  den  I^os  1/3  geben. 

Die  Qleichnngen  fUr  diese  CtureQ  können  also  atreng  ab- 
geleitet werden.  Eb  empfiehlt  sich  aber  fOr  die  nomeriache  Rech- 
nung eine  Entwickelnng  nach  Potenzen  von  A^  zu  benatzen.  Bevor 
ich  aber  zu  dieser  Ekitwickelnng  übergehe,  werde  ich  indessen 
einige  Bemerkongen  über  die  strenge  LÖBong  der  G-leicbongen  (7) 
einschieben. 

Nimmt  man  in  {F\  und  0,  nur  auf  die  Glieder  zweiten  Grades 
Bücksicht,  so  dass  R  von  der  Form  (12)  ist,  so  läset  sich  offenbar 
—  nach  (12]  —  die  Gleichung  ffir  die  Bahncorve  in  der  Form 


cos2ij  - 


\-ß  Äj  +  f  Äj*  +  6  Äj* 


\- f  Ai*  +  i'  A,' 
schreiben. 

Werden  die  Zähler  ond  Nenner  rechter  Seite  dieses  Aas- 
drnckes  bez.  mit  X  und  T  bezeichnet,  so  findet  man  weiter,  dass 
die  Belation  zwischen  A^  und  der  Zeit  von  der  Form 


t  +  ß-f^ 


-^AjfdÄ^ 


ist  Die  Function  onterhalb  des  Wurzelzeichens  ist  zwar  vom 
sechsten  Grade,  man  kann  aber  doch  in  bekannter  Weise  die  Be- 
wegong  untersuchen,  was  hier  noch  dadurch  erleichtert  wird,  dass 
das  FolTuom  sechsten  Grades  in  zwei  Factoren  dritten  Grades  auf- 
gelöst erscheint 

Wir  wollen  indessen  diesen  Weg  nicht  weiter  verfolgen,  sondern 
statt  dessen  E  nach  Potmzen  von  A^  entwickeln.  Die  Gleichungen 
(17)  und  (17*)  zeigen,  dass  auf  der  singulären  Gurre  A^  in  der 
Nähe  des  Werthes  (3JV)-*'i  liegt  Es  iat  deswegen  am  dringendsten, 
solche  Werthe  von  A,  in  Betracht  zu  ziehen,  die  wenig  von 
(SJV)"*''  abweichen.    Wir  setzen  demnach 
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I  «-(SJV)'/., 


und  entwickeln  S  gleiclizeitig  nadi  Potenzen  Ton  £  nnd  /ly    Zur 
Abkfirznog  setzen  wir  noch 

(18«)  t-i.A,. 

Bann  ist 

and  folglich  bis  zn  Gliedern  zweiten  Grades  in  |  nnd  z  incL 

Weiter  hat  man 

^..(l,H.f))_^™(i)+ij^  +  ... 

und 

•'■-TT7' 
80  dasB,  unter  Yemachlässigung  von  Gliedern  von  der  Ordnung  |*/i, 

ff,  -fiKz 

ist    Die  Grössen  A*,  Ä^\',  J'°'  und  K  sind  für  den  Wert  f,  s  Ijn 
zn  berechnen. 

Setzt  man  noch 

(1»)  u-^c-t-Ji/'^". 
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so  bratet  die  Gleichong  fUr  die  Bahncorve 

(20)  7?  -  -  tl  +  3|»+  3z»  -  6^2  +  ^^{^f;|  +  ^(;>7+jE2C0B2;i,|. 

Die  Form  der  Curve  hangt  Ton  den  zwei  Parametern  |  und  n 
ab.  Die  aingulären  Werthe  erhält  man  wie  Torane  f&r  A^  =>  0  und 
A,  es  n/2,  indem  nach  den  AoseinanderBetzungen  in  §  4  die  Discri- 
minanten  der  Sleichongen 

n i^  +  3f»  +  3r»-6|2  +  A^[^ji|  +  ^j.^±i:;} 

aufsucht 

Diese  Discriminanten  lauten; 

(21)  {6f-^fW±i:))'-i2(-<i-»f  +  35'+-fM'!'5)- 

Die  Glieder  zweiten  Grades  in  ^  heben  einander  gegenseitig 
auf,  so  dass  die  Bingolären  Werthe  von  |  and  n  geometrisch  durch 
zwei  gerade  Linien  dai^estellt  werden,  deren  Gleichungen  die  Form 

haben.    Nennt  man  die  Diacriminanteu  D^  nnd  i>,,  so  hat  diese 
Gleichung  also  die  Form 


Wir  setzen  zur  Abkürzung,  um  für  die  numerische  Rechnung 
bequemere  Formeln  zu  erhalteu, 


,?'  -  1000  U  +  f  f  -  3|*  -  4-  ^ ^J'l  . 


(22) 
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und  kdonen  also  die  Gtleidiung  (20)  in  der  Form 

(23)  V  -  8000z»  +  z[-  6000|  +  ^'  +  ä:'cob2Jj] 

schreiben. 

Ist  die  HasBe  (i  des  stdrenden  Körpers  bekannt,  so  kann  man 
für  Ä^  und  K'  beBtimmte  Domeriscbe  Werthe  einsetzen. 

Wir  nehmen  an,  dasa  es  aidi  um  die  JnpiterstCnmgen  handelt, 
so  daas 


Man  bekommt  dann  folgende  Werthe  fOr  die  hier  vorkommen- 
den LAFiiACE'sdien  Coefficdenten.    Man  hat 

Ä»  -  3iV"=  SyTTT»  =  3-00143, 
y^  =  i  =0.69325, 

voraus  man  osg  =  0.48060  bekommt,  mit  welchem  WotÜi  ab 
Argument  die  LAPiiA.oB'Bchen  Functionen  aua  den  Tafeln  von 
BmrELB  folgende  Werthe  erhalten: 


i^»'-+  1.0667, 

4™ -+0.0777, 

^7 -+0.3099, 

J!\<  -  +  0.2631 , 

^';i -  +  0.2686, 

^i;i-  +  o.sio9, 

^';' -+0.1466, 

^;' -+0.2029. 

Hieraas  leitet  man  den  Werth 

K-+  2.3934 

Ans  diesen  Werthen  erhält  man 

^.."ooo.  _,,.,_ 

.  +  0.2845, 

j;^«^^^j,«. 

.  +  0.237S, 

r."»;'x  - 

:+ 2.1963, 
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and  weiter  nacti  (22) 

(22")  fi'  «  lOOOfl  +  1333,04881  -  3000|». 

Netmt  mao  die  sii^nläre  Gnire,  welche  dem  Werth  X^  ^  0 
entspricht,  Xj  und  diejenige  einguläre  Cnrre,  die  man  filr  A,  —  n/2 
erhält,  £,,  bekommt  man  folgende  Gleichungen  Air  L^  und  £,: 

Die  tingidäre  Curve  Z, 

(24)  1000 1)  =.-  0.0004935  -  1330.6162 1. 
Die  tinguiüre  Curve  L^ 

(24*)  lOOOf?  =  -  0.0003198  -  1335.0078|. 

Ftthrt  man  die  Grösse  n'  statt  ff  ein,  lauten  diese  Gleichnngeo. 

V  -  -  0.000  4935  +  2.4336 1  -  3000 1» . 

V  =-  0.0003198  -  1.96001  -  3000 1». 

Die  rechten  Seiten  sind  genaue  Quadrate,  so  dass  man  diese 
Gleichungen  auch  in  folgender  Form  schreiben  kann: 

(  L.:     -n'  -  3000  (f  -  0.0OO4056)», 

(25)  )  ' 

I  ig:     -  V  "  3000(1  +  0.0003266)». 

Durch  die  Grössen  «;'  und  |  ausgedrückt  sind  also  die  singn- 
lären  Gurren  zwei  Parabeln  mit  parallelen  Achsen,  mit  den 
Scheiteln  bez.  in  den  Punkten  |= +0.0004056  und  |->-OO0S266. 
Wir  werden  im  Folgenden  vorziehen,  ans  auf  die  beiden  geraden 
Linien  (24)  and  (24*)  zu  beziehen. 

Diese  beiden  Linien  schneiden  sich  im  Punkte 

J  =  + 0.0000395, 
)?-- 0.063  0927. 
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400      Uebar  du  Jbrm  der  bOegrah  im  Probhm  d«r  drei  Körper. 
Um  die  DifferentialgleichiuigeD 

iA       SB         ^      _ÖÄ 
d  (  "  5 1, '        d  (  "      dA, 

xa  lösen,  geheo  vir  tod  der  HuaLKm-JAOOBi'BcheD  G-leicfauog 
(26)  7i'  =  3000  i»  +  2  [-  600O|  +J^'  +  K' coa2~\ 


(26*)  JT  =  ^JarccoB  V  -  «W« *' ^ WO  ^ *  - -*»' *  rf^^ 

eine  LOsong  dieser  Oleichnng,  wo  ^'  sIb  die  Intogrationsconatsnte 
betrachtet  wird  tmd  nach  (16*] 

dA^~^dz 

ist,  Bo  werden  nach  %l  A^  nnd  Jl,  dnrch  folgende  Gleichosgen  als 
Functionen  der  Zeit  gefunden: 


(27)  i,  =--i-arcco8 


■i'-3000*'  +  «)00{»-  At'* 
K't. 


(27*) 


ac. 


Setzt  man 

f        X  ==  JC'2-w'  + 3000z» -6000|2  +  A'2, 
(28)  ^ 

I         ^  -  Ä^'i  +  »7'  -  3000?»  +  6000|r  -  Ä^z, 

80  laatet  die  Gleichoi^  (27*) 

wodurch  z  als  Function  der  Zeit  gegeben  ist 
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Die  Grenzen,  znischen  deaen  die  GtrösBe  z  schwankt,  sind 
dnrdi  die  Wnneln  der  Gleichungen  J|  <*>  0  nnd  J^  —  0  bestimmt 
Diese  lassen  sich  mit  Hilfe  der  Discriminanten  2)^  ond  i>,  ans- 
drficken.    Setzt  man 

H;  -  ^i),  -  H  +  0.0000001645  +  0.443 5384|, 

D,'  -  j-i),  -iv  +  0.000000  1066  +  0.445 0029  f 

and  schreibt  man  weiter 

.r,-     3000(z -(,,)(» -p,), 

I,. 3000(z -(),)(»- (..), 

so  hat  man 

/  (I, -1-0.0004066 +  y^, 

p,  -  ä  -  0.000  4056  -  y^, 

(>,-!  +  0.000  3265  +  V^, 

e,  -  ä  +  0.000  3265  -  yS7. 


(29) 


Die  BiBcriiuiikante  D^  wechselt  das  Zeichen  auf  der  Linie  Z,, 
die  Biscriminante  D^  auf  der  Zinie  Z,.  Ist  S^  negativ,  so  hat 
die  Gleichung  ^  =  0  keine  reelle  Wurzel  nnd  2|  bleibt  immer 
positiv.  Ist  B^'  negativ,  so  hat  die  Q-leichnng  X^  =0  keine  reelle 
Wurzel  und  J^  bleibt  immer  neffotio.  Da  das  Product  X^  S^  nicht 
negativ  sein  darf,  so  findet  man,  dass  solche  Werthe  von  |  nnd  y 
nicht  vorkommen  dürfen,  für  welche  D^  nnd  D^  gleichzeitig 
negairr  sind. 

Dia  beiden  geraden  Linien  L^  und  Z,  theilen  die  reelle 
|t;-Gbene  in  vier  Qebiet«,  die  vrir  mit  G^,  &,,  &,  und  6^  be- 
zeichnen, nnd  zwar  so,  dass  man  hat 

in  &, :  ■2>j  positiv,  D,  negativ, 

„  e,:2J,      „     ,  7>j  positiv, 

„  ffj :  Z),  negativ,  2>,      „      , 

„  e.:2>,        „     ,  -0,  negativ. 

Chakuib,  llMbuiIk  dl«  Hlmmali.   II.  SS 
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402      üebtr  die  fbrm  der  Megraie  im  Probtam  der  drei  ESrper. 

Bas  G-ebiet  G^  ist  „verbotenes"  Gebiet,  da  die  Differential- 
gleichongen  keine  reelle  LöBtmg  gestatten,  wenn  der  Punkt  (|,  t}) 
in  diesem  Gebiete  liegt 


Fig.  22. 


In  0j  sind  die  Wurzeln  q^  and  ^^  imaginär,  so  daas  bier  I^ 
immer  negatir  bleibt  Folglicb  mnss  X^  auch  immer  negativ 
bleiben,  woza  erforderlicli  ist,  dass  z  zwischen  den  Wurzeln  p, 
und  Q^  Bcbwankt  Hier  kann  offenbar  niemals  2A,  gleicb  180°  sein, 
sondern  die  Winkelgrösse  \  schwankt  pendelart^  nm  den  Werth 
Jl,  B  0.     Man  Ina  aUo  im  Gebiete  G^  Libration  in  Jl^  um  i,  »  0. 

In  &,  sind  alle  Wurzeln  p^,  (>,,  ^,,  ff^  reelL  Hier  müssen 
also  entweder  2^  und  X^  gleichzeitig  beide  poeitiv  oder  beide  negativ 
sein.  Die  Grösse  z  schwankt  zwischen  einer  der  Wurzeln  ^^  oder 
p,  und  einer  der  Wurzeln  p,  oder  p^.  Welche  von  diesen  Wurzeln 
die  Grenzen  von  z  bestimmen,  Mngt  von  deren  numerischen  Grösse 
ab.    Die  Winkelgrösee  Jlj  wächst  hier  mit  der  Zeit  ins  Unendliche. 

Endlich  sind  in  6,  die  Wurzeln  p,  nnd  p,  imaginär,  so  dass 
X^  immer  positiv  bleibt  Folglich  mnss  auch  J^  immer  positiv 
sein,  wozu  erforderlich  ist,  dass  z  zwischen  den  Grenzen  p,  und  p^ 
schwankt.  Die  Grösse  2k^  kann  hier  niemals  gleich  0"  sein, 
sondern  schwankt  pendelartig  nm  den  Werth  2ilj  ~  ]80^  Man  hat 
also  im  Gebiete  6^  LibrtOioa  m  Aj  um  den  Werth  2\  »  180". 
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§  5.    Ueber  tUe  Commenawrabüitäten  niedrigm  Oradts.         40S 

TTm  die  oben  skizzirteD  Bewegnogsverhältnisse  zn  belenchten, 
werde  ich  die  Bereclmimg  der  Wnrzelo  Air  einen  bestimmten 
nmnerischen  F&U  dnrchfohien. 

Ich  setze 

f  .  +  0.001 

und  erbalte  d&nn  die  Diacriminiuite  ans  den  Formeln 

i>j'  _  I ,  +  0.000  443  7029 , 
A'  =  ^*?  + 0.000445 1095. 

loh  ertheile  nnn  der  Grösse  n  -rerschiedene  Werthe  zwischen 
+  0.003  and  —0.001335  8285,  welcher  letztere  Werth  auf  der 
Grenze  zum  „rerbotenen"  Gebiete  [G^  liegt,  und  erbalte  aus-  (29) 
folgende  Wertbe  fUr  die  Wurzeln: 

kn  Hx  «■  9%  Vt 

1)  -t- 0.001  +  0.0S6  6905  -  0.OST  4017    +  0.030  3411  -  0.036  8680, 

2)  -  0.000  a         +  0.016  8064  -  O.OIG  01S6    ■¥  0.016  9825  -  0.014  S296 , 

5)  -0.0004480    +  0.001  4S11 -0.0002423    +0.002  7766-0.0001226, 
4)     -  0.000  44336  +  0.001  1886  +  0.000  0OOS6  -1-  0.002  6530  ±  0.000  0000 , 

6)  -0.00044370.1-0.0006944 +  0.000  6944    ■(- 0.002  5126  +  0.000  1406 , 

6)  -  0.00044440       imaginBi        imagiufir      +  0.002  1688  -f-  0.0004842, 

7)  -  0.00044611  „  »  +  0-001 3266  +  0.001  3265 . 

Die  Punkte  1),  2),  3)  und  4]  liegen  im  Gebiete  G^.  Der 
Punkt  5)  liegt  auf  L^,  also  anf  dem  üebergang  zum  Gebiete  C,. 
Fonkt  6)  liegt  im  Gebiete  ff,  und  endlich  liegt  Pnnkt  7)  anf  Z, 
an  der  Grenze  zum  „verbotenen"  Gebiete  G^. 

In  den  Fällen  1),  2)  und  'ä)  oacillirt  z  periodisch  zwischen  q^ 
und  Qy    Die  Winkelgrösee  \  wachst  mit  der  Zeit  ins  unendliche. 

FOr  J-]?-- 0.00044335  und  Überhaupt  für  alle  solchen 
1}  -  Werthe ,  die  zwischen  diesem  Werthe  und  dem  Werthe 
|ij  a  —  0.000  44870  liegen,  treten  eigenthUmliche  Bew^nngs- 
rerbältnisse  au£  Es  können  nämlich  hier  zwei  Terechiedene  Bahn- 
formen    anftreten:    eiOweder    oscillirt   z    zwiscben   (/^    und   p,   oder 
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zwischen  (>,  und  q^.  Die  CoordüuUeii  tind  aito  meht  aüideutiffe  I^nc- 
tiotUH  der  InU^ationiconttanUn  |  und  n- 

FUr  |i;  =  -0.00044870  tritt  Limitation  fta£  Dies  kann  aoch 
in  zweierlei  Weise  geBchehen.  Die  OrHsse  z  nähert  sich  dem 
Grenzwerth  +  0.000  5944  entweder  von  kleineren  x  -  Werthen, 
welche  die  outere  Grenze  z  —  +  0.000 1405  haben,  oder  von 
solchen  z- Werthen  ausgehend,  die  grösser  als  der  Grenzwerth 
und  kleiner  als  +  0.002  5125  sind. 

Im  Falle  6)  oscillirt  z  zwischen  q,  imd  g^.  Die  Winkel- 
grfiSBe  22j  kann  hier  niemals  gleich  Null  sein,  sondern  oscillirt  um 
den  Werth  IbO".  Hier  tritt  also  Libration  in  \  auf.  Dies  findet 
statt  ittr  alle  Werthe  von  rj,  die  zwischen  ^4;  «  — 0.000  44370  und 
\ij  -  —  0.44511  liegen. 

Endlich  nimmt  im  Falle  7)  z  den  constonten  Werth  +0.0013265 
an,  was  fOr  \ii=  —  0-000  4451 1  eintritt.  Ffir  «;- Werthe  unterhalb 
dieser  Grenze  sind  keine  reellen  Bewegungen  mögUch. 

Die  WurzelgrÖssen  q^,  q^,  p,,  q^  geben  die  Punkte  der  Bahn- 
curve,  welche  den  Werteten  2^  =  0  und  2Aj  »  160''  entsprechen. 
Um  noch  zwei  Punkte  der  Bahncurre  zu  erhalten,  werden  wir  ans 
(26)  den  Werth  der  Grösse  z  berechnen,  welcher  dem  Werthe 

A^  +  Z'co8  2Jli  ■■  0 

fUr  \  entspricht  Die  numerischen  Werthe  von  A^  und  K'  hier 
eingesetzt,  gehen  2X^=±  96<'.20. 

Die  entspreobenden  Werthe  von  z  sind  nadi  (26)  nnd  (22*) 


•i±]/l- 


^   8000 


-  ä  ±  yJVTü3J43496|. 
Wir  erhalten  also  io  den  drei  F^eD  3),  4]  und  5) 

3)  z,  =  +  0.002162,      z,  =  negatiT, 

4)  z,  - -1-0.002  000,      z,  -       ,     , 

5)  z,  .-1-0.00180«,      z,- -1-0.00«  194. 
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Tn  den  Fällen  6)  und  7)  sind  die  VfetÜtB  von  x,  und  z,  imaginär. 

In  der  Fig.  23  habe  ioh  die  Form  der  BahnciuTen  3]  bis  7) 
geometrisch  TerausohaiiUcht  Die  eine  Corre  4),  welche  innerhalb 
der  kleineren  Limitationssdileife  liegt,  redacirt  sich  in  dieser  Soala 
auf  einen  Pmikt  Die  Limitationscnrre  ist  punktirt  gezeichaet  Wenn 
Limitation  auftritt,  so  bewegt  sich  der  Punkt  (z,  \)  auf  einer  der 
beiden  Schleifen  und  nähert  Bich  mit  wachsender  Zeit  unbegrenzt 
dem^Doppelpuokt  der  Limitationscurre,  ohne  ihn  in  endlicher  Zeit 
zu  erreichen. 


Fig.  23. 

Ist  £  negativ  oder  positiv  und  kleiner  als  0.0000895  (die 
|-Coordinate  des  Schnittpunktes  der  Linien  L^  and  £,),  so  erfahren 
die  obigen  Auseinandersetzungen  insofern  eine  Äenderung,  als  nun- 
mehr die  Idbration  in  2X^  nicht  mehr  um  2X^  =  160^  sondern  nm 
den  Werth  2;i,  •=  0  stattfindet 
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Die  erhaltenen  Zahlen  werden  Teretändlicher,  wenn  wir  mit 
Hilfe  der  erhalteoen  l^renzwerthe  fOr  z  die  entBprechenden  Gkvnz- 
werthe  der  oteuUrendm  mitäerm  Bewegungen  des  kleinen  Planten 
berechnen.  FOr  die  oscnlirende  mittlere  Bewegung  —  n  —  hat 
man  die  Gleichung 

oder  nach  (8),  (18)  and  (18*] 

Druckt  man  N  in  gewöhnlichen  astronomiachen  Einheiten  ans 
nnd  nimmt  man  aU  störenden  Planeten  Jupiter  an,  so  hat  man 

A^=299M2838, 

nnd  also  ist  —  fOr  | »  0.001  — 

n  =  894".69292  +«2692".l5624.. 

Hieraas  leitet  man  folgende  Grenzwerthe  fltr  die  oscolirenden 
mittleren  Bewegungen  in  den  SMen  1]  bis  7)  ab. 

Qremroertke  für  die  otcuiirenden 

mittleren  BewegvngeB  der  kleinen  Planeten  vom  Tgpaa  lj3 

fttr  {=  +  0.001: 


I) 

998.6B45 

- 

1000.6068 

- 

8) 

988.8203 

- 

840.4121 

_ 

8) 

898.B466 

- 

902.186* 

- 

*) 

89T.862Ei 

8M.T028 

901.9352 

8M.8929 

B) 

SM.2981 

696.2981 

901.4669 

896.0711 

e) 

- 

- 

900.6818 

895.9964 

7) 

_ 

_ 

8e8.S840. 
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§  5.    TJtibar  die  GommerwurainiUäUn  niedrigen  Qrades.  407 

Hau  Bieht  aus  dieser  Tafel  imudttelbar,  dase  die  oeculirenden 
mutieren  Bewegungea  einet  kleinen  Moneten  jeden  beUebigen  Werth 
haben  kihmeTL  Für  |  i^-Wertbe,  die  sich  auf  der  eingnlärea  Cture  L^ 
befinden,  nähert  sich  —  wenigstens  fOr  £  =  +  0.001  —  die  obcq- 
lirende  mittlere  Bew^nng  einem  Werth,  den  wir  mit  f ^  bezeiclinen 
wollen,  so  dase 
(Sl)  ff,  -  896''.2931 

ist.    Im  Funkte  7)  hat  die  oscnlirende  mittlere  Bewegung  den  Werth 

(31*)  ffj-898".2640. 

Findet  Libration  in  X^  statt,  so  oscillirt  die  oscnlirende  mittlere 
Bewegung  zwischen  zwei  Grenzen,  tou  denen  die  eine  kleiner  als 
*>,,  die  andere  grösser  als  v,  ist 

Hat  man  es  mit  einer  Bahncnrre  [z.  B.  4)]  innerhalb  der 
kleineren  LimitationsBclileife  zn  thun,  so  liegen  die  Werthe  der 
oscnlirenden  mittleren  Bew^ungen  nntertialb  v,. 

Die  obigen  Schlussfolgernngen  gelten  vorläufig  nur  fOr  den 
Werth  I  =  +  0.001.  Man  kann  aber  leicht  einige  der  wichtigsten 
auf  alle  Werthe  ?on  £  verallgemeinern. 

Man  kann  in  der  That  beweisen,  dass  m  <ülen  Pnnkten  auf  der 
Linie  L^  die  oteultrende  mittlere  Bewegung  sich  dem  durch  die 
Qleichimg  ßl)  definirten  Werth  v,  unbegrenzt  nähert. 

Weiter  k&unen  wir  beweisen,  dats  in  allen  Punkten  auf  der 
Linie  L^  die  oscuUrende  mittlere  Bewegung  den  durch  (31*)  definirten 
Werth  ff,  betitzt 

Liegt  nämlich  der  Punkt  (|,  i?)  anf  £j,  so  nähert  sich  nach 
(29)  2  dem  Werth 

1-0.0004058. 

Diesem  Werth  von  z  entspricht  aber  nach  (30)  ein  constanter 
Werth  Ton  n,  nämlich 

"-(nniÄ»«iji-89«"29äi-«,. 
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In  ähnlicher  Weise  findet  man  —  weil  in  n  nur  die  Differeia 
zwiBcben  x  und  %  Torkommt  — ,  dass  anf  X,  die  osonlirende 
mittlere  Bew^ung  des  Wertb  v,  beaitzi 

Sehen  vir  von  den  Bahncniren  ab,  welche  innerhalb  der 
kleineren  LimitationascUeife  fallen,  so  sehen  wir,  dase  im  Ge- 
biete Q^  die  otcuUrenden  mittleren  Bewegungen  grösser  ah  v,  lirtd, 
und  würden  wir  eine  ähnliche  üutersuchang  Mr  negative  I-Werthe 
(oder  strenger  fflr  |<  0.000  0395)  vornehmen,  so  würden  wir 
finden,  dass  die  osculirenden  mittleren  Bewegimgea  ausserhalb 
des  LibratioDSgebietes  dann  kleiner  als  v,  sind.  Findet  dagegen 
Libration  statt,  so  oscillirt  die  oscnlirende  mittlere  Bewegung 
zwischen  zwei  Grenzen,  von  denen  die  eine  —  die  obere  Grenze  — 
immer  grosser  als  v,  ist,  wogegen  die  untere  Grenze  immer  kleiner 
als  y,  ist;  sie  kann  aber,  je  nach  den  Umständen,  grfisser  oder 
kleiner  als  Vj  sein.  Dieser  Umstand  zeigt  also,  dats  infolge  der 
Commenmrabäüät  keine  Zücke  in  den  osculirenden  mittleren  Be- 
wegungen auftritt.  Dasselbe  mnss  also  auch  von  den  osculirenden 
halben  grossen  Achsen  der  Planetenbahnen  gelten.  Da  die  Planeten- 
elemente, die  in  astronomischen  Ephemeriden  pablicirt  sind,  fast 
aasBchließlich  osculirende  Elemente  sind,  so  findet  mau  also,  dass 
die  Lütten,  die  man  im  Bing  der  kleinen  Planeten  gefondeu  hat, 
und  die  gerade  da  auftreten,  wo  die  oscnlirenden  mittleren  Be- 
wegungen der  Planeten  zwei  Mal  and  drei  Mal  grösser  als  die 
mittlere  Bewegung  Jupiters  sind,  mckt  etwa  dadurch  erklärt  werden 
kimnen,  daet  tolche  oecuUrenden  Elemente  d«r  kleinen  Haneten 
moglickeruieite  vom  theoretischen  Gesiclitipankte  unmöglich  sein  sollten.^ 
Dies  hindert  aber  nicht,  dass  die  Erk^lrang  dieser  eigenthilmlichen 
Lflcken  mit  den  Discontinuitätepunkten  des  DEiiA.UKAY'Bchen  Pro- 
blems in  Zusammenhang  stehen  kann. 

Wie  verhalten  sich  die  wahren  mittleren  Bewegungen  in  den 
Gebieten  ff,,  ff,  und  ff,?     Um  dies  zu  beantworten,  wollen  wir 


'  Kea  ist  übrigeiu  schon  duaiu  äelbatveratS&dlick,  dau  min  sieh  ja 
einen  Planeten  denken  kann,  der  m  einem  bestimmten  Augenbüeke  eine  g«- 
getiene  Ellipae  beschreibt,  wie  diese  Ellipse  anch  aussieht  Die  osetdirenden 
Elemente  kSnnen  alle  heliebig  gewählt  werden. 
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zuerst  den  Begriff  der  wahren  mittlereD  Bewegong  etwas  näher  be- 
dachten. 

Die  Öleichnng  (28^  zeigt,  dasB  z  —  ron  den  singnlären  Linien 
X,  und  £j  abgesehen  —  eine  periodische  Ftmction  der  Zeit  ist 
Wir  nennen  die  Periode  2T^  und  setzen 

Dann  finden  wir  aas  der  Gleicboog  (27),  dasa  ancb  dXjidl  eine 
periodische  Fnnction  mit  derselben  Pwiode  ist  Folglich  können 
wir  schreiben 

2ij  =-  n,  /  +  c,  +  ■^a^smi{n^t  +  e^). 


Weiter  hat  man  nach  (7] 


BJt 


und  die  rechte  Seite  ist  eine  Potenzreihe  in  z,  die  aach  als  eine 
periodische  Function  der  Zeit  mit  der  Periode  2T^  ausgedrückt 
werden  kann.    Folglich  hat  man 

J^  -  n,(  +  c,  +  2^8in t(nj  t  +  c,). 

Die  Gfrössen  n,  nnd  n,  sind  die  mittleren  Bewegungen  von 
iez.  2Jlj  nnd  Jt,. 

Setzt  man  diese  Formeln  in  die  Gleichung  (6*)  ein,  so  erhält 
man  die  mittlere  Xiänge  1  +  n  und  die  Perihellänge  n  als  Func- 
tionen der  Zeit  daigestellt    Man  bekommt  aas  (6*) 

Die  wahre  mMere  Baoegung  eines  kleinen  Planeten,  die  wir 
mit  »g  bezeichnen  wollen,  hat  also  den  Werth 
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(82)  B„  =  n,  +  A' 

und  für  die  määer$  Bawegtmg  des  Perihell  hat  man  den  Atudrack 

Wird  der  mittlere  Werth  einer  Function  dnrch  Einklammeni 
bezeichnet,  so  hat  man  nach  (7) 

Will  man  den  Werth  toq  n,  fOr  Punkte  innerhalb  des 
Librationagebietes  &,  berechnen,  so  rerflLhrt  man  am  einiachsten 
in  folgender  Weise: 

Mtm  hat  nach  (6) 

BS  ^      .SS.BB 

SB  _  dB 
SAf  "*  das, 

und  also 


Lmerbalb  der  Gebiete  G^  and  (?,  hat  man  aber  n^  —  0,   folg- 
lich anch 


im-"' 

Bo  dass  also  hier 

ist. 

Die  rechte  Seite  ist  aber  Terh&ltniBBmäasig  leicht  za  bilden. 

Aus  (1),  (2)  and  (4]  erh&lt  man 
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§  5.     Oebtt  die  Cornnunturahüitäten  niedrigen  Qradea. 


Die  vemachlässigtea  G-lieder  sind  alle  mit  einer  positdren 
Potenz  von  a*  und  mit  der  Masse  p.  maltipUcirt  Um  den  Mittel- 
werth  der  rechten  Seite  dieses  Ausdruckes  zu  berechnen,  ist  in 
erster  Linie  nothwendig,  den  Mittelverth  von  co3  2Aj  kennen  zn 
lernen.  Im  G^ebiete  &,  ist  Jl,  eine  periodische  Fonction  von  t,  die 
vir  in  der  Form 

schreibffli  kijnnen.    Ma.Q  hat  also  in  diesem  Gebiete 
[cob2A,]  =  ^  rcos2/jrf(n,(  +  C3). 


Indem  n,  2  +  4^  ron  0  bis  n  ^chst,  schwankt  z  zwischen  q^ 
and  (>,,  so  daes  nach  (28^ 

[cos2A,]= -L  -j^.i.  rV^  ^1_. 

Man  liat  aber  nach  (28*)  offenbar 


i£  jL  =.  1  r  <<* 

8i' ' ".  "  'J  VIT? 


(36)  [eo.  2y  -  f^'-^'   -Ü= :  f^Ü=^  ■ 
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412       Ueber  du  Form  dtt  bttegrait  *m  Frobiam  det  drei  SSrpet. 

Um    diese    lategr^le    cn    berechnen,    werde    idi    die    Integntioo    der 
Glnehnng  (28*)  fOr  den  LibrationB&U  «nafOlueii. 

Die  Wnnela  (,  luid  ^  sind  imtginär.    Setit  mui 


■o  bat  man 

f                        a  -  f  -  0.000  4056 , 
(87)  I  , 


Du  Integnl  der  Gleicbnng  (28*)  lautet  dann 


^  ^    gl  +  ft  *■  +  (-  t.  +  ft  Ai)  c 
1  +  A,  +(-  1  +  A,)cnt* 


wo  Ai  oad  u  folgende  Bedeutungen  haben. 

Wir  fuhren  die  HU&winkel  <p,  und  9,  durch  die  Formeln 


ein.     Dann  ij 


(88)  L  _  «"y»  _  1  /(g«  -")'+!*' 

">       CM».       K  («.-")• +  (9' 
imd 

(88*)  j  _  8000  X -J^  V((?*  -  «)»  +  ^{(ft  -  «)■  +  f?^ 

(S8**)  w-^f +  ConBtane. 

Der  Hodnl  —  i  —  der  elliptischen  FnnctioD  cn  tt  ist 
*-|Bin|(ip,-Vi)l- 

Hientu  leitet  man  die  folgenden  ÄnsdrOcke  fflr  X^  and  ^  ab 

[1  +A,  +(-1  +Ai)cni.]X,  -  12000 ({?«  -  o)»  +  (?)(1  -i'm't 
[1  +Ä,  +(-  1  +A,)cnt»)J!^-8000A,(ft-  dJ'm'tt, 
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§  5.    ü§ber  di»  Commenaurtüniiläten  niedrigen  örade». 


und  «ndlieh  ist 

<f* du 

HittflUt  dieser  Formeln  kamt  das  Integral  (S6}  berechnet 
werden.  Es  ist  indessen  nicht  nothirendig,  diese  Berechnmigen 
anszufGhren,  nm  eine  Uehersicht  der  Terändenmgen  der  wahren 
mittleren  Bewegnng  zu  erhalten.  Erstens  ist  ersichtlich,  dass  der 
mittlere  Werth  von  [coB2ilj]  höchstens  gleich  +  1  und  mindestens 
gleich  —  1  ist  Dieta  Grenzen  werden  auch  m  der  That  erreicht, 
oder  wenigstens  kommt  man  ihnen  beliebig  nahe.  Dies  geschieht 
nämlich  in  der  anmittelbaren  Nähe  der  beiden  singolären  Linien 
L^  nnd  Ly  Folglich  muss  innerhalb  des  Gebietes  O,  die  wahre 
mittlere  Bewegung  n^  zwischen  den  beiden  Frenzen 

(89)  *<;>  =  3JV+  -^(-  ^7  -  ^'5'  -  K) 

xbdA. 

(Sff^  *<«  -  3-^  +  — {-  ^T  -  ^;'  +  ^ 

schwanken,  wo  die  vemachlftssigten  Glieder  mit  f  nnd  der  störenden 
Masse  mnltiplioirt  sind  und  also  TerhAltnissmAssig  klein  sind. 
Werden  die  nnmerischen  Werthe  eingesetzt,  so  findet  man 


r  *'I'-896".165, 

(39") 

l  *'t'-898".186. 


Die  beiden  Grenzen  ffir  r^,  innerhalb  des  Gebietes  0^  fallen 
also  nicht  mit  »,  nnd  v^  zusammen.    Man  findet  in  der  That,  dass 

V,  _  *<Ji  =  »,  -  .^J'  -  +  0".128 . 

Die  Differenz  v,— *,  ist  also  gleich  der  Differenz  tf-\'  —  ff\\ 

D,g,t,ze:J.V  Google 


414       Uebtr  die  Ibrm  der  IntegraU  ü»  Problem  der  drei  Kölner. 

Wie  verliält  sich  die  vahre  mittlere  Bewegaag  beim  üeber- 
gang  über  die  singulären  löiiieD  £,  and  £,?  um  dies  za  ent- 
scheiden, vollen  wir  einen  aogenäherten  Ausdruck  fOr  die  walire 
mittlere  Bewegung  im  G>ebiete  0,  au&nchen.  Man  hat  nach  (32) 
und  (33) 

'o  =  --[S]- 
Es  ist  aber 

-Ä  =  ^o  +  [/^  +  ff,coB2Aj, 
und  mau  hat 

If— K'+^— "+^' 

wo  n  die  oeculirende  mittlere  Bewegung  bezeichnet  Weiter  ist 
genähert 

Was  den  mittleren  Werth  von 

(?,co8  2Ai 

betrifft,  so  ist  er  —  innerhalb  des  Gebietes  0,  —  bis  auf  Glieder 
Tom  zweiten  Grade  der  Excentricit&t  und  von  der  zweiten  Ordnung 
der  Hasse  gleich  Null,*  also  hat  man  gen&hert 

=  H-0".128, 

wo  [n]  den  Mittelwerth  der  osculirenden  mittleren  Bewegungen 
bezeichnet      Von    diesem    Mittelwerth    weiss    man,    dasa    er    auf 


'  In  der  nnmittelbwren  Hlbe  von  L^  iat  swar  die  GrOue  [{7,  coa21,]  dot 
Toa  d«t  trtten  Ordonng  der  Haase;  ei«  bleibt  aber  vom  swüten  Onde  der 
Excentricität,  Dod  also  klein  im  VerhUtnis  in  den  hier  mitgenommenen 
Gliedern. 
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§  5.    Üeber  die  Gommenmtrabüitätan  n^ednff»^  Qradea.         415 

Zj  gleich  896".29S1  (=  *>,)  ist  Id  der  N^e  tod  X,  weicht  auch 
[n]  Dicht  Tiel  tod  diesem  Wertb  ab  imd  folglidi  hat  maD  im 
Gebiete  0^  nahe  der  singnl&ren  LiDie  Z^ 

ii.-896".165-*'r'. 


Wir  finden  also,  daes  die  wahre  mittlere  Bewegung  beim 
Fassiren  der  Bingn^ren  Linie  X,  keinen  Spnmg  macht,  Bondern 
coDtinairlich  Id  die  mittleren  Bewegungen  des  Qebietes  (?,  über- 
gehen. 

Dies  ist  insofera  überrascheod,  als  die  singnlären  Linien  L^ 
nnd  Lj  in  anderer  Beziehung  als  DitcontäaiitStslinien  zu  betrachten 
sind.  Dies  gilt  nämlich  in  Bezi^;  auf  die  Sehtoankunffsamplitude  der 
Excentricität. 

Im  Gebiete  (?,  schwankt  2  (welche  Qrßsse  ja  genähert  gleich 
^  e'    ist)    zwischen    ^^    und    p, ,    nnd    die    SchwankungBamplitude 

(40)  pi  _  pj  „  +  0.000  7321  +  ^  -  ys^. 

Im  Gebiete  (?,  werden  aber  die  Schwankungen  von  z  von  den 
Wurzeln  Qg  und  g^  begrenzt,  und  hier  ist  die  Schwankungsomplitade 

(41)  ?,-(>4-2)/Ä''- 

Halt«Q  wir  uns  in  nnmittelharw  Nähe  von  Z„  ist  i>j'  —  0 
nnd  folglich  die  SchwaukungsampUtude 

im  Qtibiete  ff, :  +  0.000  7321  +  Y^'  =  a, , 
im  Gebiete  (?, :  2  Y^'  —  «^  ■ 

Zieht  man  in  Betracht,  dass  i>j'  sehr  klein  angenommen 
worden  ist,  so  hat  man  hier  genähert 

7),'  -  -  0.0000000579  +  0.001  4645|. 
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416      JJAer  die  Form  der  Integrale  im  PrdbUm  der  drei  KÖrjter. 

Beim  üebei^^aiig  der  Linie  /,  springt  also  die  SchwankimgB- 
amplitade  vom  WerÜie  o,  zum  Werthe  a,.  Fflr  sehr  kleine  Werthe 
von  I  (die  indessen  grösser  als  0.000  0395  sein  müssen)  ist  «i,  >  o,. 
Für  I  =+  0.0004055  ist  a,  -  o,.  Für  noch  grÖBsere  Werthe  von 
I  ist  immer  o,  >  o, . 

Dieser  Sprung  in  der  Schwaokungsamplitnde,  wenn  die  Inte- 
gratioQsconBtanten  die  singolären  Linien  überschreiten,  ist  die  am 
meisten  charakteristische  Eigenschaft  der  Integrale  in  der  Nähe 
eines  CommensnrabilitätsfalleB.  Es  ist  zu  bemerken,  dass  gleich- 
zeitig damit,  dass  die  Schvanknngsamplitude  sich  in  dieser  Weise 
sprungweise  ändert,  die  Periode  —  wie  schon  bewiesen  worden  ist 
—  tonthmirliehen  Äenderungen  unterliegt 

Bis  jetzt  habe  ich  das  Gebiet  G-^  nicht  mit  in  Betracht  ge- 
zogen. Die  Wurzeln  (>,  und  q^  sind  hier  imagin&r,  und  man  wUrde 
erwarten,  dass  die  Bewegung  dann  zwischen  c,  und  (>,  stattfinden 
würde.  Die  Formel  (29]  zeigt  aber,  dass  nunmehr  (),  negativ  ist 
Da  indessen  die  Gr&sse  z  ihrer  Natur  nach  immer  positiv  ist,  so 
kann  in  diesem  Falle  (>,  nicht  eine  Gh*enze  für  die  Schwankungen 
von  z  ergeben.  Andererseits  scheint  es,'  dass  es  innerhalb  G^  ein 
Oebiet  gibt,  in  welchem  pj  positiv  ist,  und  wo  also  positive  z- Werthe 
mit  den  Differentialgleichungen  vereinbar  sind.  Wie  sollen  die 
dementsprechenden  Bewegungen  untei^uoht  werden,  wenn  ede  über- 
haupt existireu?  Die  Differentialgleichungen  (7)  lassen  uns  hier 
im  Stiche.  Die  Frage  läset  sich  am  einfachsten  studiren,  indem 
man  ftir  A^  und  Aj  die  neuen  canonischen  YeriLnderlichen  (man 
vei^leiche  VI  §  1) 

M  =  y22iCOsii, 
V  =  y2^i  sin  ij 

einfuhrt.    Ich  habe  indessen  diese  Frage  nicht  weiter  verfolgt.     So 
viel  läest  sich  ohne  Weiteres   aussagen,    dass  diese  Bahncurven, 


'  Ich  sage  „scheint",  weil  das  6«btet  der  positiven  ^  innerlulb  Ox 
iiDmerilin  sehr  klein  ist,  nnd  ea  deswegen  nicht  ausgescIUossen  ist,  dsM  der 
hier  beobachtete  Gtenanigkeitsgrad  ongcnDgend  sein  kann,  am  die  Frage  end- 
gOltig  m  entscheiden. 
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wenn  sie  eziatiren,  eine  Libiation  in  \  tun  >l,  —  0  aufireiaen 
mOssen,  da  ja  der  Werth  2A,  =>  ISO"  mit  diesen  Werthea  der 
Int^rationsconstaDtea  onTereinbar  iet 

Wie  man  üebt.  Bind  die  Linien  Xj  und  X,  nicht  die  einzigen 
GbenzUnien  fBr  die  IntegrationBconstanten.  Die  Werthe  0  und  1 
für  die  Ezcentiicitat  (also  0  und  \  &ü  J^)  bilden  aach  Grenz- 
linien, die  nicht  abeEScbritten  verden  dfirfen. 

Fassen  wir  nnsere  Besnltate  aber  die  CommeDSurabilitäten 
vom  T^pns  1/3  zasanimen,  so  haben  wir  also  folgendes  gefandea: 

Die  Integrale  bangen  von  zwei  Integrationsoonstanten  f  und  ^ 
ab.  Yon  diesen  &llt  t;  aogefäbr  mit  der  JAOOBfschen  Constante 
zDsammen,  wogegen  ^  Ton  der  Exoentridt&tsconstante  abhängt. 
Werden  £  und  «j  als  rechtwinklige  Coordinaten  in  einer  Ebene  dar- 
gestellt, so  wird  diese  Ebene  dnrcb  zwei  gerade  Lioien  X,,  Z,  in 
vier  Gebiete  (?,,  G^,  Gg,  G^  getheilt,  die  sich  dorch  verschiedene 
Bewegnngsformen  charakterisir«!.  Liegt  der  Punkt  (£,  17)  in  G^,  ist 
keine  Bewegung  mGglich.  Li  ff,  wächst  \  Über  alle  Grenzen,  wo- 
wegen  A^  —  und  damit  die  Ezcentricität  —  zwischen  zwei  corutanten 
Grenzen  schwankt  Li  (?,  schwankt  auch  die  Ezcentricität  zwischen 
constanteu  Grenzen  und  dies  ist  hier  ebenfalls  mit  der  GrOsse  A^  der 
FalL  Es  findet  I^atüm  nm  den  Werth  21^ »  180''  statt  Lidern 
der  Punkt  (f ,  ij)  Tom  Gebiete  G^  aus  die  singulare  Linie  Zj  Über- 
schreitet und  in  das  Gebiet  Q,  Obergeht,  ändert  sich  die  Schwan- 
kongsamplitude  der  Exceatricit&t  sprungweise,  wogegen  die  Periode 
dieser  Schwankungen  sich  continoirlich  ändert  Ln  Gebiete  G^  kann 
mSglicherweise  eine  Libration  in  X^  nm  den  Werth  ^  =  0  statt- 
finden. Auf  der  Linie  X,  nähert  sich  die  osculirende  mittlere 
Bewegung,  für  alle  Werthe  von  ^  und  17,  dem  Werthe  896".293; 
auf  der  Linie  2,  hat  sie  den  Werth  898".264.  Die  wahre 
mittlere  Bewegung  hat  auf  diesen  Linien  bez.  den  Werth  896".  165 
und  898".264.  Die  Eigenschaften  der  Litegrale  geben  keine  directe 
Erklärung  der  Lflcke  in  der  Zahl  der  kleinen  Planeten  am  den 
Werth  897"  fOr  die  mittlere  Bewegung. 

Ueber  die  kleinen  Planeten  vom  Typus  1/2  liegen  Unter- 
suchungen von  Terschiedenen  Verfassern  vor.  Die  Besultate  sind 
ähnlich,  aber  nicht  identisch  mit  denen,  die  wir  hier  fttr  den 
"'——'■    n.  87 
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418      üiiMr  die  Ibrm  der  bttegraie  wn  I'robUiM  der  drm  Korper. 

Typas  1/3  gefunden  haben,  unter  diesen  üntersnchnngeD  seaiie 
ich  die  toq  ÖTLofiN  (in  mehreren  seiner  Schriften),  Haazeb  (Utim. 
de  l'Acad  de  St  P^tersbonrg,  186«]^  Bbendel  (A.  N.  Bd.  140,  1896 
nnd  in  seiner  „Theorie  der  kleinen  FUaeten"),  Sohvabzbchild 
(A.  N.  Bd.  160,  1902),  PconOABä  (B.  A.  T.  XIX,  1902),  Asdoixb 
(B.  A.  190S)  nnd  Hill  (Trans.  Amer.  IL  Soc.  1900).  Ton  diesen 
sind  die  von  Bbekdel  und  von  Ansoxib  die  voUständigsteQ.  Der 
letztere  hat  anter  Anderem  bewiesen,  dass  beim  Typus  1/2  singn- 
l&re  Linien  nnd  Librationsbewegongen  nidit  nnr  fUr  Jl^  =■  0  and 
JL,  —  180",  sondern  anch  fljr  einen  zwischenli^enden  Wertb  von  Z, 
auftreten  können,  vorauf  wir  oben  aufmerksam  gemacht  haben. 
Indessen  ist  dieser  Typns  noch  nicht  erschöpfmd  behandelt,  eben- 
sowenig wie  der  Typne  1/3,  and  es  wäre  jetzt  Zeit,  nachdem  die 
Vorunterenchongen  so  weit  fortgeschritten  sind,  diese  beiden  inter- 
essanten  E^e,  die  fttr  die  Mechanik  des  Himmels  von  so  grossem 
nnd  ao  actuellem  Interesse  sind,  zum  Oegenstand  eines  eingehenden 
Studiums  zn  machen. 


g  6.   Uebsr  ComnMnsurabiUUten  Mlieren  Grades. 

Die  CommenBurabilitäten  niedrigen  Grades  geben  zu  grossen 
Störungsgliedem  Yeranlassnng,  welche  schon  in  ziemlich  kurzer 
Zeit  groBse  Yerändenmgen  in  den  Coordinaten  Tenirsachen.  Nicht 
so  mit  den  Commensorabilitäten  höheren  Grades.  Diese  können 
erst  in  langer  Zeit  bemerkbar  werden.  Sie  sind  aber  nichtadeeto- 
weniger  vom  grössten  Interesse,  da  gerade  diese  Glieder  für  die 
Stabilitätsfrage  die  wicht^ten  sind.  Wir  werden  eine  aolche 
Commensnrabilität  untersuchen,  und  zwar  unter  Anwendung  der- 
selben Methode  wie  im  vorigen  Paragraphen. 

Wir  nehmen  aua  der  Störungsfunction  heraoa:  1)  die  Glieder 
nullter  Ordnung  {F^,   2)  die  aecularen  Glieder  \F],   3)  die  GUeder 


2  <?i  C08  ig , 
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ist^  und  <,  nnd  t,  hohe  Zahlen  bezeiclmeii,  von  denen  «,  fds  positiv 
betrachtet  werden  kann.  Es  handelt  sich  dann  am  CommenBiira^ 
bilitäten  rom  Qrade  <,. 

Indem  vir 
(1)  j;  _  ,  +  j'^  +  [^  +  2  (?,«»8  ig 


setzen,  wo  unter  ir  eine  noch  onbeatimmte  Constantei  verstaiiden 
wird,  «erden  vir  also  zu  der  Differentialgleichung  (3*)  des  vorigea 
Paragraphen  gefllhrt 

Was  die  CoSMcieDten  (?,  betrifft,  so  wissen  wir  nach  §  A,  dasa 
0,  vom  Qrade  >,  in  den  E^centricitäten  ist  Weiter  ist  0^  vom 
Grade  2«,  und  allgemein  Q^  vom  Grade  t«,.  Da  «,  hier  als  eine 
sehr  große  Zahl  betrachtet  wird,  so  ist  somit  Q^  sehr  klein  nnd 
die  Reihe  ^  G,  convei^rt  sehr  rasch. 

Um  die  Bewegungsgleicbongeo  auf  einen  Freiheitegrad  zd 
reduciren,  setzen  wir 

V  =  «i'yi  -»»'yj» 

wo  «,'  und  «i'  vorläufig  unbestimmt  sind.    Wenn  noch 

gesetzt  wird,  so  bilden  auch  A^',  A^,  X^  und  X^  ein  System  von 
canoniBchen  Coordinaten  mit  derselben  charakteristischen  Func- 
tion R.  In  Bezog  auf  A^  und  A^  aufgelöst,  lauten  die  letztereii 
Gleichungen 

A  A^  =  —  *,'*,  —  *,'«, , 

A  A^  =n       'l  'l  +  'l  'l> 

wo 

gesetzt  worden  ist 
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Wir  nehmeti  noch  eine  TransfonnatioQ  vor,  indem  wir  setzen: 

nnd  die  nenen  Coordinaten  A^,  A^,  l^,  ü,   bleiben  immer   noch 
canonisch. 

Die  Wahl  der  Z&hlen  «,'  nnd  «,'  ist  willkürlich.    Man  kSnnte 
z.  B.  diese  Wahl  so  aosf&hren,  dass  man 


bekommt  Diese  Wahl  ist  in  einigen  Ftlllen  angemessen  (z.  B.  für 
denT^rpns  l/2]y  ftlhrt  aber  bei  hohen  Commensorabilitäten  zu  Coor- 
dinaten A^  nnd  A^,  die  in  Folge  der  Zahlencoefficienten  i^,  a^,  t^',  #,' 
sehr  gross  edod,  was  nicht  beqoem  ist  Hier  flUut  eine  andere 
Wahl  besser  zum  ZieL    Ich  setze: 


'  (j  ist  nnd 


weldie  Coordinaten    wir   der  folgenden  üntersachnng    za   Gbande 
legen  werden. 

Da  die  Stömngsfanction  nach  Potenzen  Ton  x^  (oder  richtiger 
Ton  Yx^  entwickelt  ist,  so  erscheint  es  angemessen,  x^  als  die 
eine  Coordinate  beizubehalten.  Die  GrSsse  A,  nnterscheidet  sich 
nur  am  die  kleine  GrSsse  —  z,  von  x^,  nnd  endlich  ist  das  Ärga- 
ment  ^,  gleich  —  «,  X^. 
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üeber  Oommmawabmiäiea  hShenn  QradM, 


Dia  DiffereotialgleichTiiigeD 

dÄ,       dB 

(3) 

^- 

sa 
-SÄ 

dl, 

dt 

SR 
-JA 

besitzen  das  Integral 

^  ■■  ConstaiLa, 

welche  Conatante  irir  mit  yä  bezeidmen  wollen.     AuBserdem  hat 

man  das  Integral 

(4)  0«Ä, 

da    die     entsprechende    Integrationsconstante    in    i;    einbegriffen 
werden  kann. 

Die  Differentialf^eichimgeD 

,_,  dA        9R_         di^  dR_ 

^'  dt   ~  SL  '        dt  "      dA. 


sind   durch    einige    singnläre   Funkte    charakterisirt,    welche    man 
aus  den  Gleichungen 

f.       jf       SR        SR 


(6) 


erhält.     Die  letzte  dieser  Gleichungen  lautet 

and  da,  wie  wir  oben  bemerkt  haben,  die  Glieder  dieser  Seihe 
hier  sehr  rasch  an  Grösse  abnehmen,  so  besitzt  diese  Gleichnng 
nur  die  LOsungen  ^  =  An(A  -=  1,  2,  3,  . . .)  oder 

(61  \-i^      (J-l,  2,  .,..). 
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422       TJebtT  die  Form  der  JMeffraie  im  FivbI&m  dar  drei  ES/rpor. 

Da  indessen  in  der  cbarakteristischeii  Fonotion  R  die  Orfisae  1, 
nur  in  der  Combination  >,  Jl^  Torkonunt,  so  rednciren  sich  dieae 
L&susgeQ  auf  die  beiden  folgenden: 

(6*^  'i  ^  -  0    «od    t^\—n. 

Setzt  man  diese  Weithe  in  die  erste  Oleichuiig  (6)  ein,  so 
nimmt  üe  die  Formen 

(7)  0-Ä,  =  ,  +  ^„  +  [^+2ö„ 

und 

(7*)  0  «  Ä,  - 1,  +  j«  +  [i^  +  2(-  »)'e, 

an. 

Indem  man  A^   zinscben  diesen  Gleichnngen  und  den  Qlei- 


<8)  o  =  l$' 


(8-)  0 


.3^ 


eliminirt,  erb&lt  man  die  Gleichungen  fOr  die  beiden  singnlären 
liaien  L^  vaA  £,.    Wir  vollen  diese  GHeitäMmgen  hez.  in  der  Foixa 

(9)  A(«.  '?)  =  o. 

(in  A(«.  ^)^^ 

sohreiben.     Die  Functionen  D^  und  B^  können  als  die  Diacrimi- 
nant«n  TOn  £,  und  K^  angesehen  werden. 

£^  ist  nicht  nothTendig,  diese  Discriminanten  zu  bilden.  Wir 
können  ia  der  Hi&t  hier  die  DiscoBiMB  der  Integrale  einEader 
«uftthren.  Wir  wollen  im  Fdgenden,  der  Kürze  wegen,  und  da 
es  Qbrigena  hier  ktiiten  Zweck  hat,  m^ir  Glieder  mitzunebmen, 
die  Summe  ^fffCOsi^  anf  das  erste  Glied 

G,  coay  —  ff,  cofl*,  A, 
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beschriUikeiL    Wetter  Betsen  nix 

(10)  <l>(o,  ^0-"^o  +  [^< 

BO  dass  niminelir 

(U)  li=-fi  +  0{a,  ^)  +  ff,coB*,i, 

ist,  wo  &,  eine  Potenzreüie  in  ^  ist,  die  mit 

anfängt,  wo  S  eine  Oanetante  bezei^Mt. 

Da  &,  eine  sehr  kleine  GbOsse  ist^  so  weicht  dae  Integral  von 
(5)  nicht  Tiel  vom  Integrale  der  Gleichungen 


(12) 


dt    "   aig  '         dt    ~       9Jt 


ab.    Wenigstens  kdnnen  wir  TersuchsweiBe  von  diesen  Qleichangen 
ausgeben,  am  die  Integrale  der  Gleicbangeo  (5)  tu  finden. 
Die  &it^(rale  der  Gleichungen  (12]  laaten 


^J,  =  Constans  ~  A,", 
i,  -  n,  (  +  c, , 


(in  ».-^ 

ist 

Die  Gleüdiongen  (5)  haben  die  Form 


dL  d*        60,  . 
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424      Ueber  die  Form  <hr  Integrale  im  I^vbimn  der  drei  Kötjier. 

Um  die  Integrale  dieser  Gleicbangen  zu  erhalten,  setzen  wir 

und  entwickflln  die  Function  0  nach  Potenzen  von  SA^: 


Nimmt  man  znerat  nur  auf  die  erste  Potenz  Ton  ÖA^  Rück- 
sicht, so  erhält  man  folgende  Differentialgleichnngen  fOr  SA, 
und  SX^ 

^-^  =  -  »,  Ö,  sin  *,  (nj  (  +  cj , 
mit  den  Integralen 

SA^'s       — !-C08*,(«,*  +  C,), 


Diese  Äusdracke  zeigen,  dass  A^  and  A^  in  Folge  des  G-liedes 
Oj  cos  >j  Jtj  im  Allgemeinen  nur  kleine  imd  periodieeke  Abweichungen 
von  den  durch  die  Gleichungen  (13)  gegebenen  Werthen  erleiden. 

Dieser  Schlass  gilt  aber  nicht,  wenn  die  (ürösse  n,  sehr  klein 
oder  gar  gleich  Nnll  ist,  in  welchem  Falle  die  Aaadrtlcke  (14)  nn- 
endlich  gross  werden.  Um  diesen  Fall  zu  nntereacbeD,  gehen  wir 
TOn  einem  solchen  Werth  fOr  A^  aas,  iCÜr  welchen  n,,  d.  h.  d<iijdA^ 
verschwindet    Es  sei  .li,  =  ^  ein  solcher  Werth,  ao  dass 

"^1  (If )...=«     . 

ist     Wir  haben  dann 
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WO    0„    und    ihre    Ableitmigeii    fOr    den    Werth  ^  » ^    zo    be- 
rechnen sind. 

Für  Ä  erhält  man  den  Werth 


Ä  -  fl  +  «0  +  i~i(.dA^)*  +  G,  C08*,  A, . 

Es  sei  ijj  ein  solcher  Werth,  daas  man  hat 

(16)  7,^  +  %  =  0. 
Dann  setzen  wir 

80  dass  die  charaktenatiBche  Function  die  Form 

(17)  J!-J,+i||i(ä4)'+C,0O8.,), 

bekommt  und  die  DifferentialgleichnngeQ  das  Integral 

(17*)  0  =  Ä 

itzen. 
TTnaere  DifTerentialgleichiingen  lauten  also  jetzt: 


(18) 


—ff- ^Ö8m.,i,, 

St Tv*-^>- 


In  R  haben  wir  die  Tariation  remacblässigt,  welche  die 
Grösse  G  in  Folge  des  TJeberganges  vom  WerÜie  Ä^='  a  zum 
Werthe  ^  =  p  +  6A^  erleidet 
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42$       Uebv  du  Form  der  MlegraU  im  UvUmn  der  drei  ESryier. 

Die  aingnl&reB  Werthe  tchi  Jtj  werdoa  ans  den  GleichmigeQ 
„       „       AB        9a 
erhalten,  welche  geben 

*,  Aj  -=  0     oder     n , 
80  dasB  die  Discriminanten  lauten 

f  0  <-  Z>,  s  J  ij  +  1?„     QOd 

(19)  { 

Es  existiren  also  nur  die  beiden  singolären  Punkte  Jij  =  —  Oj 
Tind  Jt}  —+  0^. 

AuB  den  dleicbnngen  (18)  und  (17*)  erbalten  vir  nun 

(20)  ^--',Vff,'-(^^  +  i<P"(5A)')'. 


(20*)  -^  _  -  y  _  20" (^t;  +  ff,  COS.,  A,). 

Es  genflgt  die  eine  dieser  Qleichtmgen  zu  integriren. 

Zaeret  wollen  wir  den  Wertb  Ton  0"  untersuchen.  Es  ^t 
Toriäufig,  nur  daa  Zeicfun  dieser  OrSsse  zu  bestimmen. 

Man  hat  hier  nach  (2)  and  der  CHeichtmg  (1)  des  vorigen 
Paragraphen 


u- 


ff*  » if}* 
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Die  AbleitoDgen  von  U>  sc^en  für  den  Werth  A^  <^  g  be- 
reohoet  werden,  welcher  Wertli  bo  gewählt  ist,  daae  d^zdA^  rer- 
sdliwindrt.    Kui  hat  also 


.A±i; 


»m . 


Das  letzte  Glied  in  diesem  Äosdrucbe  ist  mit  der  atOrenden 
Hasse  mnltiplicirt  und  also  h^  Idein.  Der  Factor  von  <j : «,  im 
ersten  Glied  l^t  mit  der  oscolirenden  mittleren  Bew^mig  —  r  — 
fOr  ^  =  ()  znaammen.    Man  hat  also  gewihm-t 

so  dasa  fOi  den  betrefifenden  Werth  Toa  A^  die  mittlere  Bew^o^ 
des  klemen  Haneteo  mit  deijemgea  des  Joi»ter  nahe  commeo- 
Borabel  ist. 

Die  zweite  Ableitung  von  <f>  fällt  sehr  nahe  mit  der  zweiten 
Ableitting  von  F^  zusammen.  Die  obige  Formel  fOr  F^"  zeigt  also, 
dass  4>"  potitio  ist 

Wir  betrachten  nim  die  Gleichung 


äSA, 


(21) 


-','\fG,*-{Ji,  +  i<iy'[SA,)y 


—  ^<»"y-(5A-«i)(*A-«,)(*A-'.)(^A—J» 


(21*) 


.— v^ 


.-+v^^ 
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428       XM»  die  Form  der  Integrale  im  Bvbtem  der  drei  Särptr. 

Die  aiDgalSren  Werthe  von  An  sind  nach  (19)  Jij  =  —  G^  und 
Jj;  _  ^  0^>  Ist  All  >  (?|  (welche  (ürösse  wir  als  positiT  annehmen 
wollen],  80  sind  sämmÜiche  Wurzeln  imaginär,  and  dann  wird 
dSA^idt  auch  imaginär,  so  dass  solche  Werthe  von  Afi  nicht  in 
Betracht  gezogen  zo  werden  hraachen. 

Wir  haben  somit  folgende  vier  Falle  za  ontersocheD.- 

a)  ^fl  <  —  ff, , 

b)  Ar,--G^, 

c)  —  (?i<  J)7<  ff,, 

d)  Jij  -  ff, . 

Fall  a).  Die  Gleichung  (21)  zeigt,  dass  S A^,  wenn  nicht 
Limitation  stattfindet,  zwischen  den  beiden  grössten  oder  zwischen 
den  beiden  kleinsten  der  Wnrzeln  e,,  e,,  e^,  a^  oscüliren  maß. 
Die  GrOsaenordnnng  im  Falle  a)  ist 

so  dass  SA-y  entweder  zwischen  «,  nnd  e,  oder  zwischen  e^  und  «, 
periodisch  oscilliri  Die  Winkelgrösse  \  w&chst  mit  der  Zeit  ins 
Ünendhche. 

Faü  b).  FOr  Av^~  ff)  fallen  die  Wnrzeln  ^  nnd  e^  zd- 
Bommen.  Es  entsteht  Limitation  in  öA^,  so  dass  A^  sich  asympto- 
tisch dem  Werthe  q  nfihert,  entweder  Ton  der  positiven  oder  von 
der  negativen  Seite. 

FcM  c).    Die  GröBsenordnnng  der  Wnizeln  ist  hier 

Die  Wnrzeln  «,  und  e^  sind  imagin&r.  Hier  osdllirt  SA^ 
zwischen  den  Grenzen 
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Die  Gleicbimg  (20*]  zeigt,  daes  die  GMsse  «,  X,  nickt  mit  der 
Zeit  ins  unendliche  lAchBt,  soadem  periodiBch  am  den  Wertb 
<j  Aj  a  180"  BohwankL  Es  findet  also  hier  läbrcOwa  in  \  statL 
Wäre  G-y  negatiT,  so  wQrde  die  libration  nm  den  Werth  A^  —  0 
gtikttfindeiL 

Ist  endlich  im 

FaU  d)  An—  0-y,  90  mosB  SA^  identäscb  gleich  Null  Bein,  nnd 
also  ^  identisch  mit  g  zosammenMlen. 

Die  Bckmngwngttanfliittde  im  Falle  a)  ist 


■  }/J(y5r^^-v-(o.+^i)) 


and    also    dieselbe,    sei  es,    dass  SA^    zwischen  e^   and  ^    oder 
zwischen  e^  and  e,  oscillirt 

Im  FtOle  c)  ist  diese  Amplitude 


2l/S 


Jjiegt  der  Werth  von  Ati  nahe  dem  singalären  Pankt  —  6^ , 
so  dasa  angenähert  Jij «  —  &j  ist,  so  ist  die  Ämplitade  im  Falle  a) 


aad  im  Falle  c] 


BO  daes  also  beim  Uebergang  über  den  tinffulüren  Punkt  vom  Falle  a) 
ztim  Falle  c)  die  Schioingungtamplitude  verdoppelt  wird  Der  singu- 
lare Punkt  At]  ^a—  O^  ist  somit  ein  DiscontiiaatöttpuTikt  fOr  die 
Schwingungsomplitade,  der  sich  in  ähnlicher  Weise  TerhSlt,  wie  für 
den  Typoa  1/S  die  entsprechende  singulare  Linie. 

Wie  verhalten  sich  die  mittleren  Bewegungen  von  X^  und  i^? 
Erleiden  diese  auch  diacontinoirliche  Verändeningen  im  Paukte 
At|^~0^? 
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430      üsber  die  Form  der  bitegrai«  im  /VoUbi»  dtr  dni  SSrpat. 

Die    äleichung  (21)    giebt    mis    für   die    halbe    Sckwingungs- 
peciode  T  im  Falle  a]  den  Wertb 


(22) 


i,H9A-*,)i'^-iAHu-9A) 


wenn  die  Schwingnog  zwiH<^D  «,  nod  o,  stattfindet  WUrde  die 
Schwingung  zwischen  a^  and  e^  geschehen ,  so  erhielte  man  die 
Halbperiode,  wenn  das  obige  Integral  zwischen  den  Grenzen  e^ 
nnd  «2  genommen  wird. 

Wie  ändert  sich  T,  wenn  A  v  sich  dem  Werthe  —  6,  nähert? 
Wir  redaciren  das  Integral  auf  die  Normalform  der  elliptischen 
Integrale,  indem  wir  setzen 

(23)  Ä^„A^±^, 

(23*)  Ä»  -  - 


^  -e, 

isi,  nnd  erhalten  dann 


2-= —  r. 


'  V(i-y*){i-fy') 
wo  der  Modul  k  den  Werth 


(24)  *  -  lA'.-'iX^-^  , 


-  J  -?  +  y-  (Öl  +  -i  5) 


hat.  Wenn  A  q  sich  dem  Werth«  A'^  =~  G^  nähert,  so  niÜaert 
sich  k  der  Einheit  md  gleichzeitig  wächst  T  Üh&c  alle  Gtrenzeik 
Ganz  denselben  Werth  filr  2*  würden  wir  erhalten  haben,  wenn 
die  Bewegung  zwischen  0^  und  e,  stattfände. 

Wir  finden  also,  dass  für  den  FaU,  dass  BämmÜiohe  Woizels 
e,,  gg,  e,  und  e^  reell  sind,  die  Schwingnngsdaner  immer  langsamer 
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wird,  wenn  bicIi  J  tj  dem  siogalltreQ  Paukt  J  q  >=  —  O^  nähert 
Die  Seieegutig  gekt  aUmählich  vnd  ohne  Sprung  in  die  Limitation*- 
hewegvng  über. 

Wir  kSnnen  die  Sache  auch  so  aoadrücken,  dass  die  mittlere 
Bewegung  von  ^  allmählich  gegen  Null  geht,  wann  Jtj,  allmählich 
wscbsend,  sich  dem  Werth  J  ^  =  —  (?,  nähert 

Wie  Terhält  sich  die  Sache  im  UbrationsfaU  (also  in  Falle  c))? 
Die  mittlere  Bewegung  von  Jl^  ist  dami  iouner  Null;  die  Ordase  i^ 
schwingt  aber  periodisch  um  den  Wetth  k^  —  ISO".  *Wie  gross  ist 
die  Periode  dieser  Schwingung? 

Die  Grösse  dA^  schwankt  zwischen  «,  and  «,;  die  Worz^ 
e,  and  e^  sind  rein  imaginär.  Die  Halbpwiode  T  hat  hier  ä&a 
Werth 


(25)  r=  -?-  f- 


dJÄ^ 


den  wir  mit  Hilüe  der  Snbstitation 

anf  die  Nonnalform  brii^en.    tfan  erhält 


(25n  *  =  l/nr^ 

ist 

Wenn  J  i}  sidi  dem  Werthe  —  &,  n&hert,  so  wächst  der 
Modnl  k  gegen  die  Einheit,  nnd  gleichzeitig  wächst  die  Halb- 
periode T  aber  alle  Grenzen.  Auch  im  Librationsgebiet«  werden 
also  die  Schwingungen  immer  langsamer,  wenn  man  sich  dem 
singnlären  Punkte  —  ff,  nähert  J)ie  Bewegung  gekt  oho  auch  hier 
cffntinuirlich  in  die  Limitationtbewegung  über. 
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482       Veb«r  dit  Fürm  der  Integrale  im  Hvblmt  der  drei  SÖrper. 
Erinnern  wir  uns,  dass  nach  (2) 

Jj  -      l  +  n-yt, 

ist,  Bo  folgt  aus  dem  umstände,  daas  die  mittlere  Bewegung  von 
Aj  beim  Durchgang  dnrch  den  singulären  Punkt  ^v  "—  ^i  einen 
regelmftsaigen  (continuirlichen)  Lauf  hat,  nicht,  dass  dies  anch  mit 
den  mittleren  Bewegungen  Ton  /  und  n  der  Fall  ist.  Damit  dies 
eintreffe,  muss  die  mittlere  Bewegung  von  jl,  eine  continnirliclie 
Function  von  Jtj  sein.    Nun  ist  aber 

di.  es  3<Po       ,     3'<P     ,,  . .,      da,  , 

-dt '-JA  —  s^-io7o;(*^^  -ä^™"»^- 

Die  Frage  ist,    wie  es   sich  mit    dem  mittleren  Werth  von 
{dA^)*  verhält,  wenn  J  tj  den  Pnnkt  —  G^  aberschreitet. 
Ist  An  <—  Gl,  so  lautet  die  Umkehrung  tdd  (21] 

"^  A'  +  s«     ' 

«o 

tf  s  auu 
ist,  und  u  den  Werth 


u  -  |#,  *"  yi't  ~  «iWs  - 'i) '  +  Constans 
hat 

Die  OrOsse  SA^  ist  also  eine  periodische  Function  von  u  mit 
der  Periode  2K.  Dies  ist  auch  mit  {SA^)'  der  FalL  Wird  [SA^f 
in  eine  FouBisB'Bche  Beihe  entwickelt,  so  ist  das  constante  Glied 
in  dieser  Entwiekelung  gleich  dem  mittleren  Werth  von  (SAi)\ 
Dies  bat  also  den  Werth 

[(aAn-i/]-;::::-:-]'-'"- 

0 
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Man  kann  dies  Inte^al  genau  emüttelu.  Be  genügt  aber, 
seinen  Werth  in  der  Nähe  des  Punktes  Art  =—  G^  kennen  zu 
lernen.  Wir  haben  schon  gesehen,  dass  k  dann  den  Werth  Eins 
bekommt    Weiter  wird  k*  ™\  und 


and  folglich 

K 

(25)  [fSAf]-^j^f^^< 

vo  K  ins  Unendliche  wächst,  wenn  k*  gegen  Eine  conrergirt    Man 
hat  aber 


J  [«-  +  r-l«       2 


und  somit 

[(SA,)']  =  0 
ist 

Im  Librations&ll  lautet  die  Umkehrung  von  (21) 

SA^  ~  «,  cn  Uj , 
wo 

ti^—tj  yijj  0"  t  +  Constans 

ist,  and   der  Modul  den  Werth  (25**)  hat     Der  Mittelwerth  von 
(SA^)*  lautet  hier 


Man  hat  aber 


[(ä4)>]  =  -^Jo»>«.<(».. 


COÄMLOX,  IlMhanlk  daa  3 
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434       Veber  die  Fbrm  der  iuegrale  wn  Proidem  der  drei  £9rper. 

wo  K  und  E  die  elliptischen  iDtegraJe  der  ersten  and  sweiten 
äattniig  bezeichnen.  Wenn  k'  gegen  EUns  geht,  ao  nähert  sich  E 
der  Einheit,  wogegen  K  ins  Unendliche  wächst  Eb  ist  also 
aacb  hier 

niA,n  -  0. 

Die  mittlere  Bewegung  von  ^  erleidet  also  keine  discontinuir- 
liehe  Veiilndenmg,  wenn  4  ij  den  singulären  Pnnkt  —  (?,  über- 
schreitet. 

In  Bezog  auf  die  Commensorabilitäten  höherer  Ordnong  sind 
wir  also  zu  folgenden  Schlflsaen  gekommen: 

1)  Ein  Olied 

in  der  Störungsfunction  veranlaast  nur  kleine  periodische  Ver- 
änderungen mit  einer  Amphtude,  welche  in  der  Nähe  der 
Commenaurabilität  von  der  Grössenordnung  Yg[  ist 

2)  Die  Winkelgrösse  »jj,  —  «,yg  wächst  im  Allgemeinen 
mit  der  Zeit  ins  Unendliche.  Liegt  aber  die  JAOOBi'sche  Coo- 
stante  tj  innerhalb  eines  gewissen  (übrigens  sehr  kleinen)  (Ge- 
bietes, so  entsteht  Libration  in  dieser  Winkelgrösse,  so  das« 
'iJi  ~  't^a  *""'  ^^^  Werth  180"  oscillirt,  wenn  G,  positiv  ist 
Ist    Oj    n^ativ,    geschieht    die    Libration    am    den    Werth 


'i^i- 


,  =  0. 


8)  Beim  Ueberschreiten  der  Grenzen  dieses  Gebietes,  von 
dem  „  gewShnhchen "  Fall  znm  Librationsfall ,  wird  die 
SehmmgiLngtamplitude  von  A^  verdoppelt.  Die  mittleren  Be- 
wegungen von  /  (der  mittleren  Anomahe]  und  der  Perihel- 
länge  erleiden  aber  dabei  nur  continuirliche  Veränderungen. 

§  7.   Ueber  die  Darstellung  der  Integrale  de«  Problems  der  drei 
Körper  In  rein  trigonometrischer  Form. 

Die  ersten  Versuche  —  im  achtzehnten  Jahrhundert  — ,  die 
Integrale  des  Probleme  der  drei  Körper  aufzuänden,  ei^ben  das 
Resultat,    dass    bei    den   Störungen    der    ersten    Ordnung    in    der 
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Ekcentricität  and  der  Neigung  Glieder  auftreten,  welche  proportional 
der  Zeit  wacbsen.  Dorcli  die  sog.  Stabilitätsbeweise  von  Lapi.&cb 
and  La8BiU(0B  ergab  sieb,  dass  diese  Glieder  nor  als  die  ersten 
Glieder  einer  Poteozentwickelong  von  langperiodiscben  trigoco- 
metiiscbeD  Gliedern  anzusehen  sind  and  damit  war  die  Möglichkeit 
Torbaoden,  die  AasdrUcke  für  die  CoonUnaten  der  Planeten  in  rein 
trigonometrischer  Form  darzustellen.  Die  grosse  Bedeutung,  so- 
wohl in  theoretischer  wie  in  praktischer  Einsicht,  einer  solchen 
Carstellungsweise  liegt  anf  der  Hand.  Wenn  nämlich  eine  be- 
liebige Coordinate  x  in  der  Form 

X  =  2  '^  CM"  (^  tc,  +  ^  «.,  -j- . . .  -I-  i,  irj 

dai^estellt  werden  kann,  wo  w^,  w,,  ...,«>,  lineare  Functionen 
der  Zeit  bezeichnen,  und  tcena  die  Summe 

endlich  üt,  ao  kann  man  erstens  die  Grenzwerthe  der  Coordinate  x 
berechnen,  womit  die  Stabilitätsfrage  endgültig  beantwortet  ist, 
und  zweitens  lässt  sich  die  obige  Beihe  für  r  für  alle  Wertbe 
der  Zeit  anwenden.  Wenn  also  für  einen  beliebigen  Himmels- 
körper eine  ähnliche  Keihe  abgeleitet  worden  ist,  so  ist  sie  fllr 
alle  Zeit  gültig.  Die  hauptsächliche  Arbeit  in  einer  Störungs- 
recbnung  bestände  dann  in  der  genauen  Bestimmung  der  Inte- 
grationsconstanten.  Jede  neue  Beobachtung  des  Gestirns  liefert 
einen  Beitrag  zu  dieser  Constantenbestimmung  and  erlaubt  die 
Co&fficienten  A  und  die  mittleren  Bewegungen  der  „Argumente"  v>^ 
noch  genauer  als  vorher  zu  berechnen. 

Ganz  andere  gestaltet  sich  eine  StSrungsrecbnnng,  wenn  die 
Goordinateu  durch  Reihen  dargestellt  werden,  welche  nur  eine  be- 
schränkte Zeit  Gültigkeit  haben.  Die  ganze  Stönutgsrechnung 
mnss  dann  von  Zeit  zu  Zeit  wieder  von  Grund  aus  neu  gemacht 
werden.  Die  Form  der  Darstellung  kann  zwar  dieselbe  bleiben, 
aber  die  CoSfficienten  der  verschiedenen  Glieder  ändern  onanfbOr- 
lieb  ihre  Werthe. 
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Die  Tersacbe,  des  Gedanken  tod  Laplacb  S7ste[natisch  dnrch- 
zufaturen,  am  zn  dieser  taigoDometriBchen  Form  der  Integrale  za 
gelaogen,  erwiesen  sich  indessen  als  mit  grossen  SchwierieJceiten 
TerknUpft.  In  seinen  grossartig  angelegten  üntersuctrangen  über 
die  BahoeD  der  grossen  Planeten  machte  zwar  Letsbrfbb  ver- 
schiedene  Versuche,  diese  Schwierigkeiteo  zn  überwinden;  er 
mnsste  indessen  auf  die  trigonometrische  Form  der  Integrale  ver- 
zichten und  sowohl  er  wie  Newcohb,  der  auch  —  zum  Theil 
gleichzeitig  mit  Lbveebibb  —  voUstäadige  üntersQchQngen  über 
die  Bahnen  der  grossen  Planeten  angestellt  bat,  mussten,  wenigstens 
theilweise,  zu  Entwickelungen  nach  Potenzen  der  Zeit  ihre  Zoflncht 
nehmen. 

Deijenige,  der  das  Problem  der  Darstellung  der  Coordinaten 
im  Drei-Eöiper- Problem  in  rein  trigonometrischer  Form  am  ernst- 
haftesten angegriffen  bat,  ist  GtiidAn.  Seine  Bestrebungen  seit 
dem  Erscheinen  seiner  „DndersSkningar  af  tbeorien  för  himla- 
kroppames  rOrelser"  (1881)  sind  in  der  That  ausschliesslich  auf 
dies  Problem  gerichtet  gewesea  Viele  wichtige  G-esichtspunkte  für 
die  Behandlung  des  Problems  hat  er  dabei  entdeckt  Der  Tod  hat 
aber  frühzeitig  seinen  Bemühungen  ein  Ende  gesetzt,  gerade  als 
er  selbst  glaubt«,  dass  seine  Untersuchungen  so  weit  foi^sctiritten 
wären,  um  eine  Orondlage  fUr  die  Berechnung  der  „absoluten 
Bahnen"  (d.  h.  der  Hauptglieder  in  der  trigonometrischen  Form 
der  Integrale)  der  grossen  Planeten  geben  zu  können. 

Einem  Einz^n  ist  es  gelungen,  in  einem  speciellen  Falle  diese 
Barstellung  der  Coordinaten  in  rein  trigonometrischer  Form  Toll- 
ständig  durchzuführen.  Dies  ist  Delaünay,  dem  es  in  seiner 
früher  citirten  „Thöorie  du  mouvement  de  la  lune"  (1860)  durch 
eine  eigenartige  Methode  gelang,  die  Coordinaten  dieses  G-estims 
in  rein  trigonometrischer  Form  darzostellen. '  Der  praktische  Er- 
folg seiner  Methode  hängt  indessen  zum  grossen  Theil  davon  ab, 
dass  der  störende  KOrper  (die  Sonne)  sich  in  sehr  grosser  Eni- 
femui^  von  dem  gestdrten  (dem  Honde)  bewegt,  und  es  ist  fraglich, 

'  SpBter  haben  Hnj,  und  nach  ihm  Bsoim  in  anderer  Weise  dasaelbfl 
Ziel  erreicht 
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ob  die  DsLAimAx'Bche  Methode  in  allgemeineren  Fällen  Dumeriscli 
verwerthet  werden  kann.  WahrBcheinlich  wird  sie  sich  indessen 
für  kleine  Planeten,  deren  mittlere  Bewegungen  nahe  commen- 
surabel  mit  derjenigen  eines  grossen  Planeten  sind,  sehr  tanglich 
erweisen  (man  vergleiche  den  früher  citirten  Au&atz  Ton  Hiuj 
über  diesen  Gegenstand).  Sieht  man  indessen  vom  praktischen 
Werth  der  Methode  ab,  ist  die  DELA.DNAT'ache  Methode  sehr  ge- 
eignet, um  darzulegen,  wie  man  in  formeller  Hinsicht  wirklich  zu 
einer  rein  trigonometrischen  Form  der  Integrale  des  Problems  der 
drei  Körper  gelangen  kann.  Dieser  Nachweis  ist  von  Tisserahd 
(„Memoire  sur  le  probläme  des  trois  corps."  Annales  de  l'obser- 
vatoire  de  Paris,  T.  XVIII  1885)  gegeben  worden.  Ohne  eine  toU- 
ständige  BurchfQhrung  dieses  Gedankens  zu  beabsichtigen,  will  ich 
einige  Andeutungen  der  dieshezüghchen  Bechenoperationen  geben. 
Ich  nehme  an,  dass  es  sich  um  die  Integration  der  Differential- 
gleichungen 


(1) 


dxi_dF_  dyi  _  dF 

dt       aji'  dt  dz,' 

dxj       dF  ify,  _  dF 

dt   ^  dyy'  dt  ~  dxt 


bandelt,  wo 

(1*}  -F-^  +  S-'ijOoel'y, +ij',) 

und  0  und  Ä,^  gegebene  analjtiscbe  Functionen  von  r,  und  t,  sind. 
Aus  der  Stömngsfunction  F  nehmen  wir  ein  beliebiges  G-lied 

heraus,  und  setzen 

i",  =  <»  +  ^U,«'8(^y, +>,y,). 

Indem  wir  nun  zuerst  die  Gleichungen 
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betrachten,  kftimeii  wir  die  liierdurch  bestimmten  Coordinaten  als 
die  Coordinaten  einer  intermediären  Bahn  </|  acBehen.  Durch 
geeignete  Variation  der  Constanten  von  J^  können  die  ezactm 
Gleichongen  (1)  bfl&iedigt  werden. 

Die  Integralion  der  Qleichangen  (2)  ist  indessen  als  ein 
Bpecieller  Fall  des  D&LAmrAY'scben  Problems,  dass  wir  in  §  4  be- 
handelt haben,  zn  betrachten.     Setzen  wir  nämlich 

(8)  I  '--H^.+Ay.. 

wo  t,'  and  ^y  beliebige  ganze  Zahlen  boEeichnen,  die  wir  indessen, 
ToraosgeBetzt  dass  t,  and  7,  relativ  prim  sind  —  was  hier  an- 
gentnnmen  werden  kann  — ,  so  wählen  können,  dass  die  Deter- 
minante 


den  Werth    +  1  hat,  and  bestimmen  wir  weiter  zwei  drOssen  f, 
und  £,  aus  den  Relationen 

(ST  I  '.-«.  +  ^'1.. 


so  wissen  wir  aus  §  1,  dass  diese  Transformation  die  canoniscbe 
Form  der  Differentialgleichangen  nicht  rerftsderL 

Die  Differentialgleichangen  fUr  |j,  |,,  ijj  nnd  1;,  sind  aber 
nunmehr  von  der  Form,  die  wir  im  DELACNAT'achen  Problem  Tor- 
aasgesetzt  haben.  Wir  können  also  nach  §  4  (10)  die  AasdrÜcke 
fOr  die  Coordinaten  in  der  intermediären  Bahn  J^  hinschreiben, 
nämlich 

(4)  ' 
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1  f  1  =  «1  ■ 

Wir  setzen  nun 

1  V=-|^<+A. 


Eine  Umkebnuig  der  Gleictumgeo  (4)    giebt  uns  fOr  i;, ,  tj^ 
I,,  I,  die  Form 

j  1, -1,'  +  2A8i""<. 

'  II, ->!,'  + 2  *!=""' V. 

'  I.-«.. 

To  indessen  F^  nicht  notbwendigerweise  gleich  Noll  eu  sein  brancht 
Ans  (3)  and  (3*)  erhalten  wir  weiter  anter  Berflckmchtigang 
der  Voraassetznng  über  die  ganzen  Zahlen  4'  and  j^' 


nnd 

(7*) 


Zuletzt  machen  wir  noch  eine  lineare  Snbstitation,  indem  wir 
setzen 

(8)  {  *■-     •'■''.■-■'.•'.■. 

'  ä'  -  -  "i'  li  +  h  I1' 
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und 

"t^-Ji'i'  +  h  V- 
welche  Belationen  auch  in  der  Form 


und 

(«•) 


li-'iSi'+JiH,', 

■'l'-'l«l  +  "l'«!. 


geachheb«n  werden  können. 

Ich  behaupte  nun,  daes  die  DifFerentialgleichnngen  (1)  dorch 
das  GleichnngssyBtem 


dl,-    äf 

\            dz.'       dF 

dt  "     anH'' 

d,,'           HF 
dt           Sxj' 

ersetzt  werden  können. 

Wir  haben  in  der  That  schon  gesehen,  dass  der  üeheigaog 

von  den  Variabein 

'„  ', 

VuSt 

zu  den  Variabein 

l>.l. 

«1.  % 

di«  canonüche  .Form  nnTerilndert  läSBt  Weiter  zeigt  das  Traos- 
formationstheoreni  Ton  Jacobi  in  §  1,  daes  der  üebto^ang  Ton  den 
letztgenannten  Yariabehi  zu  den  Variabelo 

«1,  «,.  Vi'.  V 

aach  die  canooische  Fonn  heibehäli  Man  hat  in  der  That  nach 
8  4(9) 
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SO       .      es 
"'  — -s^'  +  A--!^' 

eo  ,  ,  .      as 
'.  — -ä^'  +  A-T^' 

_  äS 

WO  8  eine  gewisBe  Fauctdon  von  ij,,  «/,,  o^  nnd  a,  ist,  die  nach  der 
Formel  (8*)  des  genanaten  Paragraphen  die  Form 

hat.  Nach  dem  Ji.ooBi'schei)  Transformatioastheorem  hilden  also 
(ü,,  «,,  i7j',  i7j'  aach  ein  canoniacbes  STatem  mit  derselben  charakte- 
ristiachen  fWction  F.  Endlich  lassen  offenbar  die  linearen  Sub- 
stitutionen (9)  und  (9")  die  canonische  Form  UDTertlBdert 

Nach  (7)  und  (?*)  siod  die  alten  VeräDderlichen  x^,  x^,  y,,  y, 
mit  den  neuen  Veränderlichen  *,',  *,'  y,',  y^  durch  folgende  Glei- 
chungen verbunden 

y»  =y.'  +  2-^;  ein.(i,y,'  +Jiy,'). 
»1  =  '1'  +  2-^/ 008  'ihVi  +Ji!ft')' 


(11) 


wo  3  von  0  bis  00  geht  und  F^'  und  ff^'  nicht  notbwendigerweise 
verschwinden  mOssen. 

Die  Cogfficienten  A^.  in  der  Stfirungsfanction  sind  sämmtlicli 
mit  der  störenden  Hasse  ft  multiplicirt  Wäre  ^u,  —  0,  so  wOrden 
offenbar  sänimtliche  GoSfficienten  der  periodischen  Glieder  in  (11) 
yerachwinden  und  man  b&tte 

yi-y>'.    y.-^y»'.     'i  =  V-     'i  =  <- 

Diese  Bemerkung  ist  von  Bedeutang,  wemi  man  die  Aendo- 
mng  der  Stdrungsfnnction  durch  die  EinfQhrung  der  Grössen 
X|',  «,',  y,',  y,'  an  Stelle  von  *,,  x^,  y^,  y,  beurUieilen  wilL 
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Wir  wollen  in  der  That  die  neue  Form  der  SUnrngsfonctioa 
betrachten. 

Wir  setzen 

F-F^  +Fj'. 

Indem    wir  *,,  t,,  y,,  y,    durch    die    neuen    Vertlnderlichen 
'i'  'i'  ^i')  y%'  aoBdrQcken,  reducirt  aich  F^  n&ch  §  4  (3*)  anf  eine 
FuDctioD  TOD  *|'  und  *,',  in  welcher  also  weder  y,'  noch  y,'  top- 
konunt     Wir  setzen  also 
(t2)  /•^  =  r/,^(x,',.r,T. 

Was  F^'  betrifft,  so  enthält  diese  Function  alle  Glieder  in  F 
mit  Ausnahme  der  „secularen"  Glieder,  die  in  0  enthalten  sind, 
und  des  periodischen  Gliedes 

Ai,c08(r,yj  +>,y,). 

Werden  nun  in  F^'  die  neaen  Yeränderlichen  «,',  r,',  y^',  y,' 
eingeführt,  so  nimmt  F^'  die  Form 

(18)  ■f,'-2^ijco8('j','+yy,') 

an,  and  nach  der  obigen  Bemerkung  aber  die  Substitutiona- 
reihen  (11)  aut«rBcheiden  sich  die  neuen  CoSKcieoten  Alj  von  den 
entsprechenden  GoSfficienten  A^,  in  der  Beihe  (1*)  nur  durch 
Grössen  Ton  der  Ordnung  des  Quadratet  der  störenden  Massen. 
Es  kann  auch  eveBtuell  in  (13)  ein  Glied  von  der  Form 

Torkommen.     In  solchem   Falle    ist   aber    der    Coöfficient    dieses 

Gliedes  mit  dem  Quadrat  der  störenden  Massen  multiplidrt,   wo- 
gegen das  Glied 
(14)  ^A«>8(hyi  +Ji!/t)> 

das  wir  in  der  intermediären  Bahn  /^  mitgenommen  hab^i,  die 
störenden  Massen  in  der  ersten  Potenz  als  Factor  enthält 
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Mit  Hilfe  der  intermeäiäreD  Bahn  /,  haben  wir  also  eine 
StömngsfuQction  erhalten,  in  welcher  das  Ülied  (14)  entweder  nicht 
Torkommt,  oder  doch  einen  sehr  Terbleinertec  CoSfficieDten  be- 
kommen hat. 

Wir  machen  jetzt  eine  neue  I>Bi.A.üyAT'ech6  Transformation 
oder  Operation,   wie  DBL&traAT  selbst  diese  Transformation  nennt. 

Aus  der  StSrungsfunction  F^'  wählen  wir  ein  Qlied 

and  definiren  eine  neue  intermediäre  Bahn  </,  durch  die  Gleichungen 

Idx,'        dF,  dy,'       __  af, 

dt    ^  dy,''        dt   "      dx.-' 
dx/        ÖF,  dy^       _  3F. 

dt   "  öy,''        dt   "      Öse,'' 
wo 

(15*)  ^,  =  «»,  +  ^w,  cos  (^  ji'  +  j,  y,-) 

ist 

In  ähnlicher  Weise  wie  vorher  können  wir  das  Integral  dieser 
Qlrächungen  in  der  Form 

f  i'i'  =  yi"  +  2*."8i°'(4yj"  -^-JtVi')' 

Vt  =  Vt  +  2  K  8>ß '  {',  vi'  +  h  y.") . 

'i'  =  <  +  2-^."  cos*(^i<,"  +>,y,'% 


(16) 


schreiben,     und    nun     können    wir    die    Differeotialgleichnngen   (I) 
gegen  die  Gleiehungen 

(dx,"  _  dF  dy,"  _        dF 

dt   ~  ay,"'         di   ~      dx^"' 

dx^^SF_  dy^  dF 

'  dt        dy,"'        dt  ™      dx;'' 
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Tertauscheo,  wo  nunmehr  die  charakteristische  Function  F  folgende 
Form  hat     Setzen  wir 

F=F,  +  F^', 

80  reducirt  sich  F^  auf  eine  Function  von  i,"  und  x^" 

Was  J",'  betrifft,  so  ist 

^i  =■  2  ^'i  <=«B  (•>,"  +jyi') 

and  in  dieser  Summe  kommen  Glieder  von  der  Form  (14)  and  (14*) 
entweder  gar  nicht  vor,  oder  sie  haben  viel  kleinere  CoSfficienten 
als  in  der  ursprünglichen  Stfinmgsfunction. 

In  dieser  Weise  können  wir  fortfahren  and  durch  neue 
„Operationen"  das  eine  G-lied  nach  dem  anderen  aus  der  Stönmgs- 
fimction  wegschaffen  oder  verkleinern.^ 

Wir  nehmen  an,  dase  vrir  nach  einer  Reihe  von  r  aolchen 
Operationeii  zu  einer  Stdmngsfiuiction  P^  gelangt  sind,  in  welcher 
die  periodischen  G^lieder  —  numeriach  genommen  —  so  klein  sind, 
dass  man  sie  ganz  ausser  Acht  lassen  kann.  F^  reducirt  sich 
dann  auf  das  seculare  Glied  (2>^,  das  nun  von  den  TeilLnderlicheu 
:^p  and  ^^)  abhängt.     Wir  erhalten  dann  die  Gleichungen 


(18) 


di^^B^  d^^_d0^ 

dt    '^  ay'/"' '  dt  dx^l* ' 

dt  fly*,''  '  dt  d^;>  ' 


welche  für  **,■■'  und  i*^*  constante  Werthe,  und  fttr  yfr>  und  y/>  die 
Werthe 


'  Es  ist  BD  bemerken ,  dasa  man  gltichzeitig  mit  einem  Qlied 
^co8(«y,  -i-JSt)  >"<^  ^Ue  Glieder  von  der  Form  jl,coB8(iy,  +Jy^  nweg- 
Bcbafien"  kann.    Man  veigteiche  §  4. 
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(19) 

J(r'-^'  +  =. 

J^'>-»,'  +  '. 

geben,  wo  man  hat 

"i-- 

6  0, 
■73^'     ">-- 

Fuhrt  man  jetzt  alle  SubstitutioneD,  welche  durch  die  Qlei- 
chnngen  (11),  (16)  n.  s.  w.  angedeutet  sind,  aus,  so  bekonunt  man 
endlich 

(   y,-"i'  +  «i+2-''v»"'['(»i'+'i)+j(»!' +  «,)], 

,,  -  n,  (  +  ,.,  +  2^,j  «mp(», '  +  ',)  +,;■(",'  +  ',)]■ 


(20) 


und  damit  sind  die  Coordiuaten  in  rein  trigonometrlBclier  Form 
ftosgedTfickt 

Wir  liaben  hier  Toraoagesetzt,  dass  eB  eich  um  Bewegungen 
mit  nar  zwei  Freiheitsgraden  handelt.  Die  obige  Methode  lAsst 
eich  aber  offenbar  auf  canouische  Differentialgleichungen  von  be- 
liebter Ordnung  anwenden.  Ee  ist  ersichtlich,  dass  man,  allgemein 
genommen,  fOr  ein  canonisches  System  mit  p  Freiheitsgraden  auch 
p  verBcbiedene  sog.  Argumente 

bekommt 

In  V  §  10  haben  wir  gefdnden,  dass  die  Differentialgleichungen 
für  das  Problem  der  drei  EOrper  auf  vier  Freibeitagrade  redndrt 
werden  können.    Die  Elemente 

i,    r,    i',    r 

i,   ff.    r,    ^ 

des  genannten  Paragraphen  können  desw^en  durch  trigonometrische 
Keihen  mit  vmt  Argumenten  aQSgedrQckt  werden.     Will  man  die 
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rechtwinkligen  Goordinaten  in  ähnlicher  Weise  auadrflcken,  so 
kommt  noch  dasjenige  Argument  dazu,  das  die  mittlere  Länge  der 
gemeinsamen  Knotenlinie  der  beiden  Bahnebenen  auf  der  unver- 
änderlicbea  Ebene  ausdrückt,  welches  Ai^ment  durch  die  G-lei- 
chnng  V  §  10  (12)  erhalten  werden  kann. 

Die  rechtwinkligen  Goordinaten  im  Problem  der  drei  Körper 
können  also  durch  rein  trigonometrische  Keihen  mit  fünf  Äi^u- 
menten  —  die  alle  lineare  Functionen  der  Zeit  sind  —  ans- 
gedrückt  werden. 

Findet  die  Bewegung  in  einer  Ebene  statt,  so  werden  die 
Goordinaten  dnrch  trigonometrische  Reihen  mit  vier  Äj^ment«n 
aosgedrUckL 

Im  asteroidischen  Drei-Körper-Problem  in  der  Ebene,  mit  einem 
störenden  Körper,  der  sich  in  einem  Kreis  um  die  Sonne  bewegt, 
lassen  sich  die  Goordinaten  durch  trigonometrische  Reihen  mit  drei 
Argumenten  ausdrücken.  (Bei  drei  Dimensionen  kommt  noch  ein 
Argument  dazu.) 

Die  geniale  Methode  von  Dblacmat  ist  sehr  allgemein  und 
hat  ihre  grossen  VorzOge  vor  anderen  Methoden,  die  man  versucht 
hat,  am  zu  einer  trigonometrischen  Form  der  Integrale  des  Pro- 
blems der  drei  Körper  zu  gelangen.  Sie  leidet  aber  unter  zwei 
bedenklichen  Mängeln,  welche  ihre  Anwendung  sehr  beschränken 
müssen.  Erstens  ist  sie  in  praktischer  Hinsicht  sehr  mühsam  und 
zeitranbend.  Deladnat  führte  nicht  weniger  als  497  Operationen 
aus,  boTor  er  eine  Störungsfimction  erhielt,  die  —  innerhalb  der 
Oenanigkeitsgrenzen,  die  er  sich  gesteckt  hatte  —  keine  perio- 
dischen Glieder  enthielt.  Eine  solche  Riesenarbeit  mag  am 
Platz  sein,  wenn  es  sich  um  die  Bahn  unseres  Satelliten  handelt 
Für  andere  Himmelskörper  müssen  kürzere  Methoden  anfgefnnden 
werden. 

Zweitens  hat  man  mit  einem  noch  bedenklicheren  tftearetiscken 
Mangel  zu  rechnen.  Wir  haben  im  Obigen  stillschweigend  vor- 
ausgesetzt, dass  keine  von  den  eingefllhrten  intermediären  Bahnen 
eine  Libration  in  ^j  oder  y,  {bez.  y,',  y,'  oder  y,",  y,"  u.  s.  w.)  auf- 
zuweisen habe.  Wäre  dies  aber  der  Fall,  so  hätte  man  mit  der 
Mi^chkeit  zu  rechnen,  dass  bei  der  Variation  der  Elemente  einer 
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flolchen  intermedläreQ  BsIld  diese  Yariatioaeo  uns  bisweilen  inner- 
halb der  Librationsgreuze  der  betreffenden  Bahn,  bisweilen  aoBser- 
halb  derselben  fClhren  würden.  Wie  sollte  man  aber  in  einem  solchen 
Falle  die  trigonometrische  Form  der  Integrale  ableiten  können? 
Es  ist  wohl  zu  bemerken,  daß  bei  den  hohen  Gommensurabilitäten 
solche  Fälle  kaum  zu  vermeideii  sind.  Damit  wird  aber  der  -ver- 
meinte  Nachweis  der  trigonometrischen  Form  der  Integriüe  des 
Problems  der  drei  £5rper  mit  Hilfe  der  DsLAUNAY'scheD  Methode 
hinföJlig.  Ob  dies  Beanltat  in  der  Natur  der  Sache  liegt,  oder 
durch  die  Mängel  der  Methode  zu  erklären  ist,  lasse  ich  für  den 
Augenblick  dahingestellt. 

§  8.    Ueber  die  Darstellung  der  Integrale  des  Problems  der  dr«l 
Körper  In  trigonometrischer  Form.    Fortsetzung. 

Will  man  die  Coordinaten  des  Drei-Eörper-Froblems  in  trigono- 
metrischer Form  ausdrücken,  so  muss  man  sich  in  der  einen 
oder  anderen  Weise  einer  intermediären  Bahn  bedienen,  deren 
Parameter  man  in  solcher  Weise  varürt,  dass  man  die  wahre 
Bahncurre  darstellen  kann.  Oevöhnlich  wird  zu  diesem  Zwecke 
die  KEFLBB'sche  Ellipse  eingeMirt  Sie  ist  indessen  zu  diesem 
Zwecke  sehr  wenig  geeignet  In  der  Tbat  liegt  eines  der  gr&ssten 
Verdienste  Gtij>6n'b  darin,  dass  er  in  verschiedenster  Weise  ge- 
zeigt hat,  dass  eine  Hanptbedingung  fUr  die  Gonvergenz  der 
BUCceesiTen  Annäherungen  ist,  dass  man  schon  vom  An£[uig  an 
von  einer  beweglichen  Ellipse  ausgeht,  und  nicht  von  einer  Ellipse 
mit  stillstehender  Apsidenlinie,  wie  der  gewöhnhches  EEPLEB'schen 
Ellipse.  Biesen  einfachen  aber  wichtigen  0randgedanken  findet 
man  in  der  einen  oder  anderen  Form  wieder  in  allen  Methoden, 
die  man  in  letzter  Zeit  aufgestellt  hat,  am  diese  trigonometrische 
Form  der  Integrale  abzuleiten. 

In  formaler  Hinsicht  erweist  sich  die  HAHiLTOii-JACOBi'sche 
partielle  Differentialgleichung  als  sehr  gesduneidig,  wenn  man 
diese  Integrale  aufsuchen  will.  Sie  wird  auch  in  ausgiebiger  Weise 
von  PoiNCABfi  benutzt  in  seinen  Untersuchungen  Über  dieses 
Thema  im  zweiten  Theil  seiner  Jtl^thodes  nouTeUes".    Bin  grosser 
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Vorzog  der  partäelleD  DifferentialgleicIiiuigeD  liegt  iu  der  fast 
nnerBcIiöpflicIien  Möglichkeit,  welche  sie  darbieteo,  Qberzählige 
IntegrationscoDBtanteD  einznftlhreii.  Indem  ich  mich  dieser  Eigen- 
schaft bediene,  habe  ich,  Ton  der  PoniCABe'schen  Methode  aos- 
gehend,  in  den  „Meddelanden  firfin  Lunda  Observatorium"  Nr.  24 
gezeigt,  wie  man  in  der  verachiedeasten  Weise  zn  einer  trigoDO- 
metriechen  Form  der  Elemente  in  dem  asteroidischen  Drei-Kfirper- 
Problem  gelaogen  kann.  Ich  werde  hier  diese  Unterenchongen 
näher  ausfilbreiL  Wenn  ich  mich  dabei  aaf  das  asteroidiache 
Drei-Edrper-Problem  beschränke,  so  beruht  das  nicht  nur  daran( 
daas  hierdnrch  die  Anaeinandersetzongen  kürzer  werden,  Bondem 
vor  allen  Dingen  auf  dem  Umstand,  dass  bis  jetzt  keine  praktischen 
Methoden  vorhegen,  um  die  Coordinaten  im  allgemetneQ  Drei- 
Körper-Problem  numerisch  in  trigonometrischer  Fonn  aaszudrUcken. 
In  Bezng  auf  die  theoretiiche  MögUchkeit  einer  solchen  Dar- 
stellnngBweise  verweise  ich  auf  den  Torigen  Paragraphen. 
Wir  benutzen  die  Variablen  des  §  3,  also 


ist,  und  F^  den  Werth 

(2)  F,  =  ^,  +  Nix,-x,) 

hat    Die  Stömngsfunction  F^  hat  die  Form 

Die  CoSfficienten  F^f  sind  nach  Potenzen  von  y^  entwickett 
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Wir    nolleii    die    Differenüalgleicliiuigeii  (1*)    mit    Hilfe    der 
HAHü/roN'JACOBi'Bchen  partiellen  DiffereDtial^eicbasg 


integriren.     Ist 

ein  Integral  dieser  Gleichung  mit  den  beiden  unabhängigen  Inte- 
grationscoustanten  Xj"  nnd  z^",  so  Verden  x^,  x,,  y^,  y,  aas  den 
Gleichungen 


as      dc  __ 

(3*)  ,„         Z 


^, 


erbalten. 

Es  vird  sich  zeigen,  dasa  man  in  verBcbiedener  Weise  S  als 
eine  periodische  Function  tod  y,  und  y,  ausdrucken  kann.  Zu 
diesem  Zvecke  bedienen  wir  uns  des  folgenden  Konstgriffes.  Wir 
setzen 

(4)  B-F^  +  ^y,, 
so  dus 

ist      Hier    ist    unter    tfi    eine    vorläufig    Tollständig    unbestimmte 
Function  Ton  x^  und  z,  verstanden. 
Femer  setzen  wr 

und    oebmen    an,    dass    vir    die    Differentialgleichnng    (S)    durch 
folgende  Beibe  integriren  vollen 

(5)  S-S„  +  ^S, +  /i»S, +  .... 

thaslk  dw  HImmali.  II.  ti 
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Zieht  man  die  Form  (4*)  für  ^  in  Betraobt,  eo  erhalten  wir 
die  folgeaden  DiffereaÜalgleichangen  zur  Bestiiomimg  von  B^,  Sj, 

moR    oSi    ,    da    dS,  Tt.  ^ 

und  allgemein  fOr  ;>  g  1 : 

dB  as,  ,  an  a5„        ,,,      ^ 


(n 


d  X,    d  y,         d  X,    d  y. 


wo  0  eine  tob  ä^,  S,,  .,.,  Sj,_j  abhängige  Function  bezeichnet, 
die  also  durch  die  Torhergehenden  Integrationen  als  bekannt  an- 
gesehen werden  kann. 

Betrachten  wir  zuerst  die  Gleichung  (6)  für  Sg.    Uan  kann  die 
Lösung  derselben  etwa  in  der  Form 

(8)  5«  =  'iV.  +  'sVi 

schreiben,  wo  x^"  und  x^"  zwei  willkürliche  Constanten  bezeichnen. 
Zwischen  0^,  x^"  und  Xj°  masa  dann  die  Belation 

(8*)  C. «{'t',',") 

bestehen.    Setzen  wir  weiter 

^  dx,"      fl*,»' 

so  können  die  Gleichungen  für  8^  und  8   in  der  Form 
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geschrieben  werden. 

Betrachten  wir  die  Form  (2*)  für  /*},  so  lässt  sich  offenbar 
das  Integral  von  (10)  in  der  Form 

(11)       «.-X(i-.)v-.< '"['>■ -'iJ^'+y-'] 

schreiben,  wo  der  Strich  oben  am  Summenzeichen  andeutet,  dasB 
die  Werthe  t  =  >  =  0  [gleichzeitig)  ansznschliesBen  sind.  Die 
Summe  (11)  befriedigt  offenbar  die  31eicbiing  (10),  TorauBgesetzt, 
dass  Cj  so  gewählt  worden  ist,  daes  die  Ton  y,  and  y,  unab- 
hängigen Glieder  anf  der  rechten  Seite  von  (10)  verschwinden.  Be- 
zeichnet [^j]  den  secnlaren  Tbeil  der  StSmngsfnnction,  so  moss 
also  Cj  der  Bedingung 

(12)  [?,]-,,(,,•,  :>,•)+ (7,-0 
geafigen. 

Die  Differentialgleichungen  fDr  S^,  5,,  n.  s.  w.  sind  offenbar 
ganz  Ikhnlicher  Art  wie  die  Differentialgleichung  fttr  S,.  Man  be- 
kommt für  0    die  Form 

und  bezeichnet  man  das  von  y^  und  y,  anabhängige  Glied  mit 
[0J  und  bestimmt  C^  in  solcher  Weise,  dass 

(13)  TO  +  Cj-O 
ist,  so  erh&lt  man  ffir  8^  die  Form 

(IS-)        s,.'^ ,.  _  „^V. ,  V '"  [■>■  -  'te.  +  y.)]  ■ 
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Das  Integral  von  (S]  wird  also  von  folgender  Form 

(14)        5  =  T.Vi  +  ».V,  +  2"  -»,. "°  t'"yi  -  'd/i  +  y.)]  - 

wo  die  Coefficienten  S^^  nach  Potenzen  tod  fi  entwickelt  Bind. 
Die  Gleichungen  (3*)  lauten 

^.'  +  A  =  y.  +2-    -||r    Bin[.>.-*(y,+y,)], 
(16)         ^.'  +  A=y.  +2-     ^     Bin[.y,-,[y,+y.}], 

■f»  -  *i"  -  2       '  A.CÖ8  [(>,  -  » (yi  +  y,}] , 

womit  die  Integrale  die  gesnchte  rein  trigoDometrische  Form  er- 
balten haben. 

Diese  Formeln  gelten,  was  fOr  einen  Werth  der  Fancüon 
^(z,,  x^)  auch  znertheilt  wird.  Dies  ist  an  sich  nichts  Merk- 
würdiges,  da  wir  nach  (4)  nnd  (4*)  nur  die  OrSsse  ^^  zn  ^  hinzu- 
gefügt haben,  um  sie  tod  pF^  wieder  abzuziehen.  Wir  werden 
aber  finden,  dass  die  geeignete  Bestimmung  der  Grösse  ift  von 
grossem  Einfluss  auf  die  Eigenschaften  des  Integrales  S  ist. 

Wie  ■^  auch  bestimmt  wird,  so  zeigt  die  Formel  (15),  dass  die 
wahre  mittlere  Bewegung  n^  TOn  y,  gleich  dCiÖx^"  and  die  wahre 
mittlere  Bewegung  n,  von  y,  gleich  dC-.dx^  ist.  Man  sagt  näm- 
lich, dass  eine  Winkelgr&Bse  y  die  wahre  mittlere  Bewegung  n  be- 
sitzt, wenn 

y  =  nt  ■\-  eine  periodische  Function  von  t 
ist 

Weiter  bemerken  wir,  dass  die  Wahl  der  Function  if>  auf  die 
Werthe  der  Grössen  itj**  und  n,"  Eintiass  hat.  Die  Divisoren, 
welche  in  den  Summenformela  fOr  S,,  5,,  5,  n.  s.  w.  vorkommen, 
sind  aber  alle  von  der  Form 

(.--Jn,"-'"."- 
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Folffäck  tind  die  Wert/u  der  Divisoren  von  der  Wahl  der  Function  ifi 
abhängig.  Wir  kömieii  ^p  BO  wählea,  daas  diese  Bivlaoreii  solche 
Werthe  haben,  dasB  die  Eeihen  fOr  £j,  5,  il  b.  w.  sämtlich  cou- 
Tei^ent  sind.  Wir  können  andererseits  eine  solche  Wahl  treffen, 
dass  Nj**  tmd  n,"  mit  den  zur  Zeit  t*-(i  oscnlirenden  mittlereD 
Bewegungen  zusammenfallen,  oder  dass  sie  mit  den  wakren 
mittleren  Bewegungen  identisch  werden,  oder  dass  sie  fQr  eine 
Beihe  von  Werthen  von  ij"  und  x^"  unvei^Dderliche  Werthe  haben. 
Es  empfiehlt  sich,  um  diese  verscfaiedenen  Zwecke  sn  erreichen, 
die  oben  abgeleitete  Methode  ein  wenig  nach  den  Umständen  zu 
Tariiren. 

Wollen  wir  erreichen,  dass  die  Reihen  ^  ^,  5,  u.  s.  w. 
sätnmtlich  convergent  sind,  BO  bat  man  nach  dem  Theorem  von 
Bbijks,  das  wir  in  X  §  5  auseinandergesetzt  haben,  die  Grösse  ^ 
in  solcher  Weise  zu  wäMen,  dass  der  Quotient  n,":»,''  die  Wurzel 
einer  algebraischen  Gtleichong  mindestens  zweiten  Glrades  mit  ganz- 
zahligen CoSfficienten  isL  Sämmtliche  Iteihen  B^,  8,  u.  a.  w. 
werden  dann  für  diese  Werthe  von  ti*':»,''  conTergiren.  Hieraus 
folgt  natürlich  nicht,  dass  ancb  die  Beihe 

auch  conTe^irt 

Will  man  bewirken,  dass  die  wahren  mitüeren  Bewegungen  der 
Grössen  i/,  und  y,  in  die  Dinsoren  eingehen,  bo  kfum  man  zweck- 
mässig den  folgenden  Weg  einschlagen.    Man  setzt 

wo  Si^,  iif,  ...  vorläufig  unbestimmte  Functionen  von  x^  und  x, 
bezeichnen.     Man  hat  dann 

i'-  ü  +  „^F,  -  fl,)  +  /<'(i;  -  fl,)  + . . .. 

Indem  man  die  Gleichung 

„1 dS       dS  \  n 
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darch  die  B«üie 

KQ  befriedigeQ  sacht,  erhfilt  num  för  8^  die  Sleichung 


welche  giebt 

5o  =  Vy.  +  Vy>. 

wo  ^F,"  and  x^ 

"  zwei  lategrationscouBtanten  bezeichnen. 

Setzt  man 

1  dann 

a*       30 

so  fallen  offenbar  nach  (15)  Rj  und  n,  mit  den  wahren  mittleren 
Bewegungen  toq  y^   und  y^   zosammen.    Die  G-rÖssen  .ß,,  Sl^,  . . . 
werden  so  bestimmt,  daes  die  nicht  periodigchen  Glieder  in  der 
Gleichung  fOr  S^,  8^,  ...  verBchwinden. 
Da  man 

fl>  -  Kl 

erhält,  so  findet  man  somit  den  folgenden  genäherten  Auadruok  für 
die  wahren  mittleren  Bewegungen  im  aeteroidiBchen  Drei-£8rper- 
Problem: 

Werden  diese  Aosdrücke  mit  den  Formeln  (I)  vei^Uclten, 
so  findet  man  hierauB  folgende  Werthe  f&r  die  mittlere  Bew^ung 
des  Perihels  und  der  mittleren  Anomalie  /: 
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(16) 

^  [äl\        x,"      >*   flV        ^   fla:,» 

welche  Formeln  bis  zu  den  Gliedern  der  ersten  Ordnung  incL 
richtig  sind.     Der  Auadmck  fUr  {F{\  findet  sich  in  §  3. 

E^e  andere  Art,  die  DiviBOreD  zu  wählen,  ist  von  nicht  ge- 
ringerem Interesse.  Man  kann  die  GrOssen  n^"  und  Hg"  so  wählen, 
das8  sie  mit  den  zur  Zeil  t  =  0  otcvlirenden  Werthen  der  mätieren 
£eu>effujigen  von  y^  und  y^  zueammmfaUen.  Man  kann  dies  in 
folgender  Weise  erreichen. 

Wir  setzen 

and  erhalten  zunächst 


«o  =  *i  ^1  +  Vy»- 

Wir  wollen  die  Functionen  5,,  S^,  ...  so  bestimmen,  dass 
die  Integrationsconstanten  x^"  und  x^"  mit  den  zur  Zeit  t=sO  oscu- 
lirenden  Werthen  von  x^  und  x^  zusammenfallen. 

Ffir  f,  gilt  die  Gleichung 

(»')         «i--|f  +  "."11  =  -^1  (^.". '»".  y..  y.)  +  ^. . 

und  allgemein 

wo  0,  Ton  5p  5j,  . .  .,  S^__i  ablAngt 
Hier  ist 

(17-)  V  —  Ä;     V  =  -Ä- 
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Das  Integral  tod  (17)  können  wir  in  der  Fonn 

(18)         «,=«,+  A,,  +  r,!/,  +  Sr-BiV^Py,  -  .te,  +y,)J 
schreiben,  wo 

(18^  Jil*  =  r 


ist.  Wir  haben  vorher  die  überzähligen  Integrationsconstanten 
a,,  ^j,  /j  gleich  Null  gesetzt,  wollen  aber  jetzt  in  anderer  Weise 
Über  sie  verfUgen.  Die  nämlichen  Gonstanteo  kSnnen  offenbar 
wUlkOrlich  gewfihlt  werden,  wenn  nur  die  Relation 

(IST  VA +",V,-m  +  c, 

besteht.  Diese  Gleichung  kann  durch  eine  geeignete  Wahl  von  C, 
befriedigt  werden. 

Nachdem  S^  bestimmt  ist,  erhalt  man  S^  in  ähnlicher  Weise. 
Wir  setzen: 

und  erhalten  dann 

(19)  «,-»,  +  Aj,  +  c,y,  +  2'*''«"[''3'i  -  '(y,  +y.)]. 

WO 

.^     '  (.-»)«,• -*v 

ist.    Die  Conatante  C^  wird  aus  der  Oleicbung 

(19-)  '>,'ß,  +  ',°r,-A'!  +  o, 

bestimmt 

Wir  können  nun  S  in  der  Form 

(20)  S-Vyi+VÄ  +  «  +  /33'i+?'y.  +  2'A.8in[(yi-«{y|+yJ] 
schreiben,  wo 
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r  =  fi  Vi  +t*'  7,  +••■, 

ist    Ans  (20)  erhalten  wir  die  Litegralfl 

l'i-j^-'i'  +  ß  +  Sr ('—JA. <»«['>,  - '(y,  +y,)]. 


(21) 


.£,.(JO»[iy,  -.(y,  +y,)] 


(21") 


-.'+«.-»,+1 


+  S^»"['>,-»(j',+y.)]. 
+  2'||-.™py.-'(y,+y.)]- 


Die  Grössen  a,  ß,  y,  die  willkürlich  sind,  sollen  so  gewählt 
werden,  dass  fllr  t  =  Q  ']  =  x^  und  z,  =  Zj"  ist  and  daas  ansser- 
dem  die  Constanten  c,  und  c,  mit  den  Werthen  von  y^  and  y,  ffir 
;  _  0  zosammeufallen.  Wir  bezeichnen  diese  Werthe  mit  y,"  und 
y,"  und  erhalten  somit  die  Bedingungen 


(22) 


0-/9+         S(i-')«,.'»»['V-'(y,' +  *,")]. 

0-)--       sr    'A.<»'i;'j'i°-'(j',"+j'>')]. 

0  -  «  +  to," + ry," + 2  «..  s™  Pyi"  - '(y."  +  OJ . 


ans  denen  a,  ß  and  ;'  bestimmt  Verden  BoUen. 
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Da  Xj°  und  jt,"  die  osculirenden  Werthe  von  Xj   and  z,  sind, 
80  ist 


der  oscnlirende  Werth  der  mitüeren  Bewegung  tod  l.  Folglich  ist 
nach  (1)  die  zur  Zeit  t  =  (i  oscnlirende  ndtUere  Bewegung  Von 
yj  gleich 


nnd  die  oBcolirende  mittlere  Bewegung  Ton  y,  gleich 


so  dase  also  Oj"  und  n,"  in  diesem  Falle  die  zur  Zeit  t  =  0  obcu- 
lirenden  mittleren  Bewegungen  von  y,  nnd  y,  bezeichnen. 
Ans  (22)  erhält  man 

"i  V  +  sV -- ST  [('-')  «i"  -  "4^  ■»*.  «-B  [»yi" -•  (y,"  +  y.")]. 

Werden  die  Go6£Gcienten  der  gleichen  Pot«nzen  von  (t  rechter 
nnd  linker  Hand  gleich  gesetzt,  so  erhält  man  hierans  nach  den 
Gleichungen  (19*)  und  (19**) 

'?,--^/i-2'<i?«'9[.v-'(y/  +  y,')]  — *,(V.J',')- 

Die  Constanten  C   mtlssen  also  ao  bestimmt  werden,  dass  die 
rechte  Seite  der  Gleichung  (17*)  fOr  t^d  Terschwindet 
Da  ansaerdem 

so  hat  man 

-c-y. +  2»'' *"(?,'.».">. 
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BO  dass 
(23) 


Die  Werthe  der  wahren  mitÜereo  Bewegangen  n,  iiod  n^ 
lasBen  sich  leicht  aas  (21*)  und  (23)  ableiten.  Wir  brauchen 
za  diesem  Zwecke  nnr  die  periodischen  Glieder  in  (21*)  fort- 
zulaaaeu  und  die  Gleichungen  nach  y^  und  y,  aufisulSsen.  Die 
Cogfficienteu  der  Zeit  in  diesen  Ausdrücken  geben  ans  dann  die 
Werthe  von  n^  und  n,,  und  zwar  bekommt  man  die  linearen  Glei- 
chungen 


(24) 


dC  dB  ,   /,   ,    dr\ 


Werden  durch  (23)  die  partielleu  Ableitungen  von  C  eliminirt, 
60  kann  man  hieraus  die  wahren  mittleren  Bewegungen  als  Func- 
tionen der  OBcnlirenden  ESemente  ansdrDcken. 

Beschränken  wir  uns  auf  die  erste  Potenz  der  Masse,   so  hat 

man  nach  (28) 

dC  31*^ 

J^,  =  V-  ^2-e^«=0B[.V-  /(y.^  +  y.'n, 

äv  =  "«        '^S  "ö^ COB  [ty,"  -  . (y,°  +  y,»)] . 

Wir  bemerken,  dass  in  diesen  Summen  auch  das  Glied 
s  =  0,  I  K  0  vorkommt 

Weiter  ist  dann  nach  (24)  mit  derselben  Annäherung 

"i  ~  av     "i  av     "*  öV' 

3c        0  a*         0  Sr 
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und 

V^  +  n,V  =  -/*2'-Pi''co8['V-'(y.*'  +  3','0]- 

Wird  diese  Qleichtmg  nacti  x^  nod  x^  differentürt  and  Bian 
beachtet,  dass 

iV  ^ 8_  flV  ^  Q 

ist,  so  bekommt  Dian 

V 1$  +  V -1^.  -  ^.  iS  - /'S  ^. «»  PV  -  »ta"  +  y.")] . 
"."  ^.  +  V  ^.  -       -  cS  ^. «»  pj,"  -  '(y,"  +  y-l]  • 

Hieraas  erh^t  man  endlich 

0  S 


(25) 


welches  die  gesuchten  Relationen  zwischen  deo  wahren  mittleren 
Bewegungen  (Bj  und  n,)  und  den  osculirenden  (Bj"  und  Kj")  sind. 

Der  unterschied  zwischen  den  wahren  mittleren  Bewegungen 
und  den  oscalirenden  kann  offenbar  anter  umständen,  aach  fßr 
kleine  /i,  bedeutend  werden,  besonders  wenn  kleine  DiTisoren 
niedrigen  Orades  vorkommen. 


Die  Anwendung  der  oscalirenden  mittleren  Bewegungen  in  den 
Divisoren  hat  nicht  nur  den  Vortheil,  dass  man  in  dieser  Weise 
die  Berechnung  der  Cogfficienten  in  der  E^twickelung  der 
Störungsfiuiction    direct    ausf&hren    kann,    was    unter  Anwendung 
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anderer  mittleren  BevegDngen  nicht  immer  ohne  TJmw^e  ge- 
schieht, sondern  sie  hat  auch  den  wichtigeD  Vorzug,  dass  man  die 
Stömngen  der  Terechiedenen  Ordnungen  mittelst  eonvergenter  Ane- 
dracke  erhält 

Nimmt  man  auf  die  Belationeo  (22)  R&cksicht,  bo  bekommt 
man  in  der  That  beispielsweise  (ttr  z^  den  Ausdruck 

wo  Bor  die  Störungen  erster  Ordnung  mitgenommen  und  die 
Indices  etwas  veriindert  sind. 

In  der  Summe  rechter  Seite  betrachten  wir  Glieder  drei  ver- 
schiedener Arten  und  setzen 

2'>-ff,j[co8(.-y,  +^>J  -  cos(,-y,'>  +iyj'0]  =  ^1  +  ^,  +  ^,. 

In  2^  nehmen  wir  alle  solche  Glieder  auf,  die  bei  einer  (ge- 
dachten) numerischen  Berechnung  thatsächlich  mitgenommen  werden. 
Die  Summe  2^  umfasst  alle  solchen  Glieder,  in  denen  die  kleinen 
Divisoren  nicht  unter  eine  bestimmte  endliche  untere  Grenze 
sinken.  Da  die  Snmme  2P^  convergent  gedacht  wird,  so  kann  also 
^,  flir  beliebige  y^  und  y,  einen  bestimmteD  endlichen  Werth 
nicht  überschreiten.  Die  Snmme  2^  enthält  die  sog.  kritischen 
Glieder,  die  mit  kleinen  Divisoren  verschiedener  Ordnungen  be- 
haftet sind.  Wir  wollen  zeigen,  dass  2^  für  endliche  Werthe  der 
Zeit  einen  endlichen  Werth  nicht  überschreiten  kann. 

Es  ist  in  der  That 


Nun  ist  aber  fOr  kleine  Werthe  der  Zeit  genähert 
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vo  rtj'^  und  n^  die  oacnlirenden  mittleren  Bewegungen  bezeichnen, 
und  folglich  bekommt  man  fOr  2^  den  genäherten  Werth 


welche  Summe  endlich  ist  Die  kleinen  DiviBoren  bewirken  also 
nicht  die  Divergenz  der  Keihe  für  j:,  —  wenigstens  nicht  fUr  kleine 
Werthe  der  Zeit  — ,  dagegen  sehen  wir,  dsss  die  Wirkung  dieser 
G-lieder  dieselbe  ist,  als  ob  in  x^  and  x^  teculare  Glieder  un- 
bekaonter  GlröaBe  Torhaoden  wären.  Ist  die  numerische  Rechnung 
nicht  genügend  umfassend,  so  dass  kritische  Glieder  niedrigen 
Grades  in  2^  vorkommen,  so  wird  der  Unterschied  zwischen 
Bechnung  und  Beobachtung  sich  bald  als  proportional  der  Zeit 
ze^en.  Ist  die  numerische  Rechnung  dagegen  hinreichend  weit 
getrieben,  werden  die  kleinen  Divisoren  sich  erst  nach  Hunderten 
oder  Tausenden  von  Jahren  bemerkbtu*  machen. 

Führen  wir  in  y,  und  y,  die  Werthe  von  a,  ß  und  y  ein 
und  machen  wir  dieselbe  Eintheilung  der  Glieder  wie  oben,  so 
finden  wir,  dass  die  kleinen  Divisoren  hier  bewirken,  dass  der 
unterschied  zwischen  Rechnung  und  Beobachtung,  in  Bezug  auf 
y^  und  y,,  proportional  der  zweiten  Potenz  der  Zeit  wächst,  oder 
wenigstens  wachsen  kann.    Ist  die  Summe 

^5,j    bez.    2^ 

conveif^t,  so  mnss  S^  immer  nnterhalb  einer  endlichen  Grenze 
bleiben. 

Die  obigen  Betrachtungen  beziehen  sich  nur  auf  die  Störungen 
erster  Ordnung.  In  Bezug  auf  die  Störungen  höherer  Ordnung 
gelten  indessen  ähnliche  Schlussfolgerungen,  nur  das  hier  höhere 
Potenzen  von  t  (odw-  richtiger  von  fi  t]  zum  Yorachein  kemmen. 

Man  vergleiche  in  Bezug  auf  diese  Auseinandersetzungen  die 
Betrachtungen  in  X  §  6  llber  die  Reihen  in  der  gewöhnlichen 
Störungstheorie. 
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Die  HAHiLTOH-JACOBi'Bche  partielle  Diftereotialgleichiuig  er- 
laabt,  -wie  wir  gesehen  haben,  eine  grosse  Freiheit  in  der  Wahl 
der  IntegratioQBCOnBtantea.  Ich  will  zuletzt  noch  eine  solche 
Wahl  erwähnen ,  die  bei  einet  sytiematuchen  Berechnung  der 
Stdmi^eD  der  kleinen  Planeten  von  grosser  Bedeutung  ist 

In  der  Methode  von  Bohum,  die  wir  im  nächsten  Para- 
graphen näher  besprechen  wollen,  werden  bekanntlich  die  Störungen 
einer  Gruppe  Planeten  an  bestimmte  Werthe  der  lutegrations- 
constanten  geknfipft,  fUr  welche  die  mittleren  Bewegungen  der 
Planeten  eben  commensurabel  sind.  Es  ist  indessen  keineswegs 
nothwendig,  solche  Uruppenstömogen  an  eine  Commenstirabilitäta- 
stelle  anzuBchlieBsen,  Bonden  man  kaim  ebenso  wohl  von  ganz  be- 
liebigen Werthen  der  Elemente  ausgehen  and  an  dieselben  die 
Störungen  einer  Gruppe  Planeten  anscbliessen.  Ya  ist  sogar  im 
Allgemeinen  vortheilhafter,  eine  Nicht-Gommensurahilitätsstelle  zu 
wählen,  da  man  dann  die  Function  S  nach  Potenzen  von  /t,  und 
nicht  TOQ  yjü,  entwickeln  kann.  Auch  in  anderer  Hinsicht  ist  es 
nur  in  Ausnabme&lleo  rorzuziehen,  Gruppenstömngen  an  eine 
Commensiirabilitätsstelle  anznschliessen. 

Wir  setzen  nochmals 

5  =  S,  +  pfi, -(-,»»5, +..., 
und  erhalten  zuerst 
woraus  folgt 

«o^Vyi  +  Vy.- 

Weiter  hat  man 

".*  H  +  V  H  -  -f.  h°.  '.'•  yv  J.)  +  c, , 

eine  Gleichung,  deren  Integral  wir  in  der  Form 

S,  =  /?!  y,  +  Y\  !ft  +  pTiadücke  Function  von  y,  und  y, 
Bchreibeo. 
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Wir  könnea  nun  den  beideo  Constanten  x^"  and  x^"  beliebige 
nomeriscbe  Werthe  zuertbeileo  and  ß  und  y  alt  Integratioju- 
eonttanien  betrachten.  Praktisch  genommen  setzt  dies  offenbar 
Toraas,  dasa  Eoan  den  GrSssen  ß  und  /  nicht  allza  grosse 
Werthe  giebt. 

Für  Cj  wird  ein  solcher  Werth  gewählt,  dass 

ist 

Die  Bestinunosg  you  S^  oud  8^  u.  a.  w.  geschieht  dann  in  ge- 
wöhnlicher Weise,  etwa  nach  der  Formel  (10*),  und  man  kann 
jedesmal  die  S  {j>'^2)  in  rein   trigonometrischer  Form   schreiben. 

Da  es  hier  bisweilen  nothwendig  wird,  die  Glieder  zweiter 
Ordnung  zu  berücksichtigen,  so  wollen  wir  die  Differentialgleichung 
fOr  8^  betrachten.    Man  hat 


Im  aateroidischen  Drei-Eörper-Froblem  ist  nach  (2) 

~  dXidXf  ~ 


*      dx,  dx,       dx,*  ~ 


and 

a'f,  ^  3 

so  dass 

(B      _!_  /as,y  ■  aF.  as.      ar.  aa; 
»     BV*  wy.^  "^  a*.  ay,  "^  aa^  ay, 

ist 

Schreiben  wir 

so  ist 
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wo  J^.,  n,"  und  nj»  fur  die  Werthe  x^  =«  *,«,    x^  =-  *,<>  zm    be- 
recbnei)  aind. 

Man  bat  also 

45 -2||^  «•.(.>,+,„). 

Wir  bemerken,  daSB  tfi,  eine  Function  zweiten  Grades  in  ß 
und  7  iet.  Da  wir  indessen  die  Constante  C^  so  bestimmen  wollen, 
dass  die  constanten  Glieder  in  0,  +  C,  verschwinden,  so  erscheint 
0,  +  C?j  als  eine  lineu*e  Function  tod  ß  and  y  von  der  Form 

0,  +  C,  -  T'^  +  (?y*  +  yr"» 

In  demjenigen  FlÜlen,  wo  man,  bei  einer  direkten  Berechnung 
der  Störungen,  die  StSrungen  zweiter  Ordnung  nicht  zu  berück- 
sichtigen braucht,  ist  es  erlaubt  T'^  —  welche  Function  etwas 
mtthsamer  zu  berechnen  ist  —  zu  vemachläSBigen  und 

<P,  +  C,  ^  ß  1^*  +  r  r" 
zu  setzen. 

Bei  der  Anwendung  dieser  Methode  zur  systematischeD  Be- 
rechnung der  Störungen  der  kleinen  Planeten  gieht  man  der 
Grösse  Zj"  eine  Seihe  Aquidistanter  Werthe    und    berechnet    die 


.y  Google 


468      üeftw  die  Fbrm  der  ItOegraU  im  Problem  der  drei  Körper. 

entaprechenden  Werthe  yoq  Ä^.  und  ihran  Ableitungen.  Die 
nämlichen  GkÖeaen  erscheinen  als  Potenzreihen  in  z,",  welche 
Oröase  man  onbestimnit  lassen  kann.  loh  habe  nnmeriBche  Bech- 
Dungen  fUr  die  kleinen  Planeten  nach  dieser  Methode  angefangen, 
bin  aber  noch  nicht  bo  weit  fortgeechritten,  daas  ich  einige  Bei- 
^iele  zur  Eirl&aterang  der  Methode  mittheilen  kann. 


§  9.    lieber  die  Darstellung  der  Integrale  de»  Problems  der  drei 
Kfirper  In  trigonometrischer  Form,    Zweite  Fortsetzung. 

Ist  die  algebraische  Relation 

(1)  J't»,  y)  =  ^,(r) +  ^y, (,,,)- C-O 

zvischen  x  und  y  g^eben,  so  giebt  es  im  Allgemeinen  eine 
Worzel  dieser  Qleichnng,  die  nach  Potenzen  von  n,  in  der  Um- 
gebung TOn  fi  =  0,  entwickelt  werden  kann.  Ist  nämlich  x^  einer 
der  Werthe  von  x,  welche  der  Gleichui^ 

genügen,  und  setzt  man 

ar  =  ar„  +  Sx, 
so  bekommt  (1)  die  Form 

Sx  kann  also,  für  kleine  Werthe  von  pt,  nach  positiven  Potenzen 
von  ft  entwickelt  werden,  vorautgesetzt,  dasi  nicht 


iet    Hat  aber  C  einen  solchen  Werth,  dass  die  Gleichung  (2^  be- 
&ied^  ist,   so   kann  Sx  nicht  mehr   nach   Potenzen   Ton   n   eot- 
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wickelt  werden,  wohl  aber  existirl  dann  eine  Sntwickelung  von  Sx 
nach  den  Votenxen  von  yfi. 

1&%6  statt  der  algebraischen  Sleichang  [1]  eine  DifferetOial- 
ffleichung  von  der  Form 

,3,  „  =  ^.(|£„).^.(-)^,^.(||.,)_c 

vor,  so  existirt  im  Allgemeinen  eine  LSsnng 

wo  5q,  äj,  8^,  ■  ■  ■  Functionen  von  y  sind,  also  eine  Xjöaung,  die 
nach  den  Potenzen  von  /»  entwickelt  erscheint  Ist  aber  die  Glei- 
chung (2)  erfüllt,  so  ist  die  entsprechende  LBsong  von  (3)  von 
der  Form 

(4)  5 = s„  +  y^  s,  +  ^  ä;  +  ^  yiis,  +  . . . . 

Aehnliches    gilt,    wenn,     statt    der    ordinären    DiSerential- 
gleichong  (3),    eine  partiell«  Differentialgleichung  fOr  S  mit  zwei 
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eingehen,  beliebige  Wertbe  annehmen,  was  für  einen  Werth  anch 
die  Integratdonaconstanten  x^°  und  2^"  haben  mögen.  Wir  haben 
auch  gefunden,  dass  das  Integral  S  der  HAmLTOH-jACOBi'schen 
Differentialgleichuitg 

...  „  ( SS     es\  ,     „  I ds     ds  \        „ 


im  Allgemeinen  befriedigt  wird  durch  eine  Beihe 

(6)  S^S^+ftS^  +^>5,  +  ..., 

die  nach  den  Potenzen  von  ft  fortschreitet 

Im  vorigen  Paragraphen  haben  wir  aber  aach  gesehen,  dass 
diea  nicht  mehr  gilt,  wenn  zwischen  den  Ableitungen 

dF,     ^,      ÖF. 
s—h    nnd     ■= — 7; 

BiDy''  Ö  *,' 

eine  lineare  B«lation  mit  ganzzahligen  CoSfficienten  besteht. 

Das  Integral  läsit  eich  altdann  nach  Potenzen  von  Y/t  eni- 
toickeln.  Dies  wurde  zuerst  von  Bohun  gezeigt  in  seiner  Ab- 
handlung: „Ueber  eine  neue  Annfiherungsmethode  in  der  Stömng»- 
theorie"  (1888).  Seine  Methode  ist  TOn  PomCAse  im  zweiten  Band 
seiner  „M^thodes  nonyelles"  zum  Gegenstand  eines  eingehenden 
Stadiums  gemacht  worden. 

Fuhren  wir  die  Function  ^  des  vorigen  Paragraphen  ein, 
so  dass 

(7)  f-Ä^  +  M^j-V-) 
und 

ist,  so  nehmen  wir  an,  dass  die  willkOrliche  Function  jp  einen 
solchen  Werth  erhalten  hat,  dass 
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ist,  wo  gesetzt  iat: 


,0«.  g  uit  f.  oa 

^     '  >  dx,"  ^  öic,° 

Id  der  Gleichung  (8)  bedeuten  i„  und  J^  zwei  ganze  Zahlen. 
Waa  fUr  einen  Werth  anch  die  tca&ren  mittleren  Bewegungen  von 
y,  und  ^,  haben,  immer  kann  man  fflx^,  x^  so  wählen,  dasB  eine 
QleichuDg  von  der  Form  (8)  befriedigt  wird. 

Wir  machen  jetzt  eine  lineare  Transformation: 

welche  die  canonische  Form  sieht  Terändert    Die  Zahlen  tg'  nnd 
jg'  werden  so  gewählt,  dass 
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470       Xftbtr  die  Form  der  bOegraU  im  Problem  der  drei  ^rper. 
Wir  betrachten  naß  die  Differeotialgteiobiiiig 

und  Buchen  dieaelbe  mit  der  Beibe 

(12^  S~8,  +  y,iS,  +  pS,  +  juV^iS,  +  . . . 

za  befriedigen,  indem  vir  gleichzeitig 

(in  c-c„  +  ^c;  +  p'c^  +  ... 

setzen. 

Zar  AbkUiznog  f&hren  wir  die  Bezeichnung 

(")  ''°—^- 

ein. 

Die  Differentialgleichang  fUr  S^  lautet 

vir  nehmen  an,  dass  die  Lösung  derselben  in  der  Form 
(14)  S,  =  ^,'>n,+i,\, 

geschrieben  wird.    Fo^lich  hat  man 

Die  Einillhrung  der  Hilfefunction  ^  bat  den  Tortheü,  doM 
man  ^^^  und  ^^^  viSlkvrliek  wählen  und  somit  alt  InteffraÜont- 
conitanten  betrachten  kann.  Nachdem  |^o  ood  ^j"  gewählt  worden 
sind,  erh&lt  man  den  entsprechenden  Werth  von  t^  aas  der  Glei- 
chung (11). 

Wird  die  Beibe  (12*)  in  (12)  eingeführt,  erh&lt  man  nun  die 
folgenden  Gleichungen  zur  Bestinomang  von  S^,  S,,  S^  o.  s.  w. 
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rrm  .«l^. i!&  a^  aa.  ,    a-J.    as,  es,     .  a-s,  /8^y 
''"''"    «5,       ä{,"    an  «,,  "^«f,  es,ä5,  s,,  ■^i  8{,' ^'S^/ ' 

>*  '    ■   ei      av  e,,  a,,  "^*  as,"  U?,J  "^ 

,    a-j;!   SS,  SS,       s-n,   es,  ss,  ,  ,  s^s,  iss,\- 
■""af,  85,  a,,  a,,  +a{,  as,  a?,  a,,  ■*"♦  av  Wai 

,S-K,iss,y  es,     .   a-a.  /as,\-  a^     „ 

Die  Gleichung  (I)  lägst  sich  durch  eine  beliebige  Fnnction  von 
)7,  befriedigen.    Es  sei 
(16)  «, -S.W 


diese  LöBimg.  Die  Function  8^  wird  to  beitimmt,  daet  die  Glieder 
in  der  rechten  Seite  von  (II),  welche  im  Argmaente  der  trigono- 
metritchen  Functionen  nur  ijj  und  nicht  ij,  enihaüen,  versAwinden. 
Ist  0  eine  beliebige  Fonction  von  der  Form 

*  =  0*71  +  **!,  +  2?'(j8iD('^i  +Jv,) 
oder  yoQ  der  Form 

so  werden  wir  mit  (0)  die  Summe  derjenigen  Qlieder  in  0  be- 
zeichnen, weldie  nur  ij,  enthalten,  so  dass  also  im  vorigen  Falle 

(0)-ajj,  +2/*(.Bin.>, 
und  im  späteren  Falle 

(0)  =  2*io«>8ii7i 
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472       üelmr  die  Fbrm  der  Infeprale  im  Hvblem  der  drH  K&rper. 
Wir  beBtimmen  also  S^  so,  dass 


d«)  i|f  (|f)'+W)  +  c,-o 


Die  Fanction  S,  wird  daiui  aus  der  GleichuDg 


"»"If  =  -"i  -  f*i)  =  ^Ai'^^i'V,  +Jv,) 


bestimmt;  der  Strich  oben  am  Summenzeicbeii  bedeutet  hier, 
dass  alle  solche  G^^lieder  in  der  Summe  auszuschliesBen  sind,  wo 
7  =  0  ist. 

Das  Integral  dieser  Qleichuug  lautet 

(17)  s,  =  -^  2"  7  ^.i  "»(■■«.  +J1.)  +  ft). 

iro    die    Fusctioo  (S,)    nur    von  ij,    abhängig,    und   vorläufig    un- 
bestimmt ist    Sie  wird  in  solcher  Weise  gewählt,  dass  die  von  i;, 
unabhängigen  Glieder  in  (HI)  yerschwinden. 
Zu  diesem  Zweck  muss  die  Gleichung 

n      ^^i^öCS,)    ,  ,^^R^  (dS,y 

oder 

fi8i         0 = -^^  ^^ + >  -^^  (^y 

erfallt  sein.    Nach  (16)  hat  diese  Gleichung  die  Form 

(18-)  0  =  (|^)'^>-i4^j^(W)  +  C.), 

welche  giebt 
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(«,)  -  «.1.  +  s^Si''»»'"''. . 

WO  (^  eine  Gonstaate  bezeichnet,  deren  Werth  von  (7,  abhängig  ist. 
Bei  der  Integration  von  (III]  wird  eine  willkürliche  Fnnction 
von  i^j  in  S^  eingefOhrt,  die  bo  beetimmt  wird,  dase  alle  von  t}^ 
allein  abhängigen  Glieder  in  der  rechten  Seit«  von  (lY)  ver- 
schwinden. Indem  mau  in  dieser  Weise  fortfährt,  erl^t  man  wie 
im  vorigen  Paragraphen  8  in  der  Form 

(19)  8  =  an^-\-ßVi  +  S-^uBinli.),  +jvt), 

oder,  wenn  die  Chrössen  y^  und  y^  wieder  eingeführt  werden, 

Wir  erbalten  also  eine  Lösung  in  rein  trigoDometrischer 
Form,  aber  die  kleinen  Diviaoren  kommen  hier  nicht  mehr  zwm 
Fbrackein, 

Ziehen  wir  die  erhaltene  Lösong  etwas  näher  in  Betracht! 

Die  Operationen,  die  man  aoazoiilhren  hat,  sind  im  All- 
gemeinen von  derselben  Natur  wie  im  vorigeD  Paragraphen.  Eine 
Ausnahme  macht  die  Gleichung  (16)  fOr  8y     Diese  bat  die  Form 

Ist  £?,  +  A^f^  hinreichend  gross,  so  erhält  man  hieraus 

Wenn  aber  S^j-^jol  ^  l^i+-^(»ol  ^*i  ^"^  ^""^  ^^  SchwankungMi 
von  t]^  zu  einem  Theil  des  Umkreises  b^irenzt,  und  man  hat 
JoAration  in  ij^ 

Wir  wollen  den  vorigen  FaJl  näher  betrachten. 
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474       üebor  dit  i^brm  der  InUgrale  im  Problem  der  drei  Körper. 

Indem  vir  f^"  und  1,**  als  IntegrationsconataDten  betracliteii, 
laaten  nanmehr  die  Gleichnngen  zur  Beatimmimg  von  |,)  |g.  v^t  *lt 
fo^eudennaasen : 


dC  ,  ,  Sa        ,    aß        ,  —,  AB    .   ,.       ,    .    . 

dC  ,  ,  Sa         ,     es         ,   ^  dB    .    ,.       ,    .     , 


Die  wahren  mittleren  Bewegongen  c^  und  v,  von  t^j  and  i;, 
erhält  man  aoB  den  Gleicbnngen 

äv    7ft**'  +  äv•" 
3ie  werden  als  Beiben  dargeBtellt,  welche  nach  den  poaitiTen 
Potenzen  von  yjü  fortschreiten.    Yon  derselben  Form  sind  auch  die 
Cofifficienten  ^f^. 

Da  die  kleinen  Divisoren,  welche  ein  Haapthindemiss  fOr  die 
CoüTei^eoz  in  den  gewöhnlichen  Uethoden  bilden,  hier  gar  nicht 
auftreten,  könnte  man  meinen,  dasa  es  hier  mit  der  Convergenz 
besser  bestellt  wäre,  als  es  mit  den  Beihen  des  Torigen  Para- 
graphen der  Fall  war.  In  der  That  findet  man  auch,  dass  die 
Beihen  fOr  S^,  8^,  S^  u.  s.  w.  hier  convergiren,  wenn  die  Entwicke- 
lung  der  StiJmngsfonction  convergent  ist.  Wir  haben  aber  ge- 
sehen, dass  ähnliches  auch  bei  den  Beihen  des  vorigen  Paragraphen 
erreicht  werden  kann.  Daraus  wissen  wir  aber  noch  nichts  Ober 
die  Gonrergenz  der  Beibe 

(20)  8^  +  y^s,  +^S^+t*yil8,  +  ..., 
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und  in  der  Thst  hat  PomoASfi  beviesen,  dam  diese  Beihe  zu  den 
dirergeaten  BeiheD  gebOrt 

Es  ist  leicht  einznaehen,  wie  diese  Bive^enz  zu  Stande  ge- 
bracht irird. 

Wir  wollen  za  diesem  Zweck  ein  beliebiges  Glied 

Jcos(i>,  +jva) 

ans  der  StÖrnngsfonction  herausgreifen.  Dasselbe  giebt  za  einem 
GUed 

in  S  Veranlassung.    Wir  wollen  nun  die  Form  von  B  untersuchen. 
In  5,  erhalten  wir  ein  Glied 


-^Bm(ifi^+Ji},) 


-||  =  AÄcos{.>,+j-,,). 


Bezeichnet  man  das  constante  Glied  in  dS^ :  6  ijj   mit  ß,  so 
entsteht  hieraus  nach  (HE)  in  ^,  ein  Glied  tod  der  Form 


It-^f^^  ?'»•(■■'. +-''J- 


In  d8^:dri^  bekommt  man  in  derselben  Weise  ein  Glied 
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476      Ueber  die  Form  der  Integrak  im  Prc^lem  der  drei  Körper. 
Folglich  giebt  ea  in  5  ein  Ghlied 

JC08(lfll  +i'?i). 

wo  der  Coefficient  B  nach  Potenzen  von 

entwickelt  ist;  was  für  einen  Werth  anch  die  Grössen  /*,  ß,  Ä^," 
und  Vj"  haben,  immer  können  wir  solche  Werthe  von  i  und  j  auf- 
suchen, wo  X  einen  beliebig  hohen  Werth  hat,  so  dass  B  dorcli  eine 
divergente  Keihe  dargestellt  wird. 
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Bulchtigungen  zum  ersten  Bande. 

S«it«  92.    Zule  4  Ton  oben  statt  w  liei:  w. 

n  T 

„     6S.    Zeile  8  von  unten  statt  f  Uea:  J 
0  0 

„   108.    Zeile    i,  6,  7    von   oben    statt   Fudu\  +  .  .  .  +  K,dtB,   lies: 

■PiiÄdw,  -t-  ...  +F^ß.dw,. 
„    109.     Züle  9  von  oben  statt  J,  +  a^  lies:  J,  +  ■,. 
„  löO.    Zeile  16  von  oben  statt  relative  liea:  nicht  relative. 
„   2S3.    Zeile  1  von  oben  statt  -^—  lies:  -x-r- 

„  247.  ZeUe  e  von  oben  statt  TTliee:  W^. 

„  247.  Zeile  8  von  oben  statt  W  lies:  TT,. 

„  281.  Zeile  B  von  nnten  statt  fflg  lies:  /<|. 

„  261.  Zeile  b  von  nnten  statt  m,  liea:  ^. 

„  307.  Zeile  II  von  nnten  statt  r^*  lies:  r^,'. 

„  810.  Zeile  10  von  oben  statt  nt.mt  lies:  k'vt^vtt. 

„  S40.  Zeile  2  von  nnten  statt  k'  lies:  ^A*. 

„  3S9.  Zeile  5  von  nnten  statt  i^^'  lies;  M,^. 

„  S90.  Zeile  21  von  oben  statt  Saturn  lies:  Urantu. 

„  411.  Zeile  ö  von  nnten  statt  —^  liest    „  ^  ..  ■ 

„  421.  Zule  8  von  nnten  etatt  n'^  lies:  n*. 

„  428.  Zeile  &  von  oben  statt  -  ]/ —  lies:  1/ 

„  480.  Zeile  12  von  oben  statt  a)/?  lies:  2YX. 

AusHT  diesen  Drnckfehleni  sind  folgende  iwei  Teibessernngen  sachlicber 
Natnr  zn  berflcksiclitigen: 

8.  142.  Im  Fall  VQ  des  Zvei-Centren-Problems  mnss,  wie  von  Heim 
Prof.  LEmumt-IHnfa  in  T.  J.  1903  bemei^t  worden  ist,  geradlinige  nnd  nicht 
asymptotische  Bewegung  anftreten. 

8.  814  nnd  310.  Gestrichene  nnd  nicht  gestrichene  Buchstaben  mOssen 
Bberall  vertauscht  werden.  Man  vertausche  also  |  gegen  f,  i)  geg^  >f,  p  gegen 
p'i  9  gegen  g",  A  gegen  A',  1  gegen  X'  nnd  nmgekehrt 

Ich  verdanke  dieee  Bemerkung  Herrn  Dr.  "~ 
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